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KETSZINTO TERVEZES:
JATEKELMELETI MODELL ES ITERATIV SZAMITASI ELJARAS
NEPGAZDASAGI TAVLATI TERVEZESI FELADATOK MEGOLDASARA:

- KORNAI Jiwos és LIPTAK Tanmis

Bevezetés

Az elmalt években megkezd6dott Magyarorszagon a matematikai méd-
szerek alkalmazdsa a magasabbszintli fervezé munkaban, A kisérletezés két
irdnyu. Az egyik irany: t6bb ipardgban matematikai programozast végeznek
a tervek megalapozisira. A részben mar befejezddott vagy lezarisukhoz
kozeledd szdmitdsok kozgazdasdgi optimum-kritériumok alapjin hatarozzak
meg a gazdasagi tevélcenységek (termelés, termeld felhasznilis, export, import,
beruhdzds stb.) legkedvezSbb programjit egy-egy egész ipardg széméra.?
A mésik irdny az input-output tiblik, a statikus Leontief-modellek alkal-
mazasa & népgazdasigi tervezésben.® Az Orszdgos Tervhivatal immér rend-
szeresen felhaszndlja az dgazati kapesolatok mérlegét az éves és vtéves tervek
belsd osszhangjénak ellenSrzésére. Ez az elsd matematikai eszkoz, amelyet
Magyarorszdgon makrotkonémiai terv készitéséhez alkalmaznak. E moédszer
azonban, mint kozismert, nem alkalmas optimalizdldsra, csupdn az dgazatok
kozdtti ardnyossigok biztositdsira hivatott. N

A helyzet 4dttekintésébdl logikusan addédik a kévetkezd 1épés: olyan
eljarisokat kell kidolgozni, amelyek mddot adnak optimalizdlésra, de most
mir az egész népgazdasig szdméra. A gyakorlati tervezék sokszor hangoz-
tatott igénye ez, s a magyar szakirodalomban taldlhatunk is ilyen javas-
latokat. Az eddigi elgondoldsok azonban nem tudtak megbirkézni a feladat
megolddsédnak alapvetd nehézségével: vagy erfsen osszevont programozdsi
modellt szerkeszhiink, s akkor rendkiviil leszlikiil a vAlasztds lehetGsége,
a nagyfoki aggregécié, a tilzott egyszeriisitések veszélyeztetik a szdmitds
eredményeinek: hasznilhatGsigt, vagy pedig igen nagyméretii modellt dolgo-
zunk ki, amely mentes ezekt6l a hibaktél, ez esetben viszont a feladat numeri-

! Az alébbi dolgozatban tirgyalt médszer elsd vAltozatét a szerzdk 1962, majusé-
ban sokszorositott alalkban tettélk kézaé [13]. LirTdr T. 1962. olktéberében a maternatilai
rész egy 1 vhltozatat jelentette meg [17]. A médszer kozgazdasigi ismertetésével és
elemzésével foglalkozik Kornax J. [14] cikke. A szdmitési eljaras altalnos részét thr-
gyalé ,.&ltalinos modell” egy kordbbi véltozata LieTdx T. és Nacy A. [19] rotaprint
alalban megjelent tanulmanyéban is megtalalhatd. A fenti tervezési eljarasbol kiin-
dulva Lrerir T. &ltaldnos nlgoritmoust dolgozott ki, amelynek segitségével barmely
linedris programozdsi feladatot tetszéleges kis méreti részfeladadok ismételt megol-
ddséra és koordinAldséra lehet visszavezetni, tovabbé konvex minimalizdldsi vagy
konldv maximalizdlsi feladatokat ismételt linedris programozéisokkal lehet lézelitd-
leg megoldani. E médszer “Two-level programming® cimen keriilt eldaddsra a MATE-
MATIEA KOZeAZDASACT ALKALMaz4dsar cimmel 1963 jiniuséban, Budapesten tartott
kollokviumon [18].

* Lésd pl. KorWAT J. [12] kodnyvét. .

? Az jnput-output t4blék magyarorszégi felhaszndlasirél részletes tajékoztatist
nyujt a Budapesten 1961-ben tartott tudoményos konferencia anyagn, Lasd: [6].
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kus megolddsa még nagyteljesitményti elektronikus szdmolégépek igénybe-
vételével sem biztosithato. '

Kutatdsunkban éppen ezt a nehézséget igyekeztiink dthidalni. Vildgos,
hogy a megolddst a nagyméretii programozési feladat felbontdsdnak utjan
kell keresni. Bz a gondolat mér nem egyszer felmeriilt a makroskonémiai
tervezés irodalmaban: elég L. V. KaxTorovics [10] kényvére, R. Friscu [5]
munkéjara, tovabbd W. TRZECTAROWSKI [24] tanulményara utalni. Ismeretesek
matematikal modszerek is specidlis alakt linedris programozésok dekompo-
zici6jara, igy G. B. Danrzic és Pa. WoLrg [3], [4] dolgozataiban. Ugy l4t-
tuk azonban, hogy az ismert eljirdsok nem oldjik meg a problémat. Igy
a Dantzig—Wolfe-féle felbontdsi eljirdst konkrét makroskonémiai model-
linkre alkalinazva az ott szerepld ,koordindlé program” még mindig olyan
nagyméretii lenne, hogy a szokisos eljérdsokkal (pl. szimplex-médszerrel)
szamitdstechnikailag lkezelhetetlenné vélna. Hzért a megoldisra més utat
valasztottunk. . , c

~ Az alapottletet a szoclalista gazdasdgban folyé tényleges tervezési gyakor-
latbol meritettiik. Az Orszdgos Tervhivatal mint kozponti szerv gazdasig-
politikai kovetelmények és a népgazdasigi dgazatokra vonatkozé dltalanos

ismeretek alapjdn felosztja a népgazdasig szdmérs rendelkezésre all6 erd-

- forrdsokat, anyagokat, munkaerSt sth. az dgazatok kozott, és egyben kijelsli
kibocsajtasi feladataikat. Az 4gazatok ezutdn sajit részletes informaciSk
felhasznilisdval kitoltik a kapott kereteket, konkretizdljdk a kézponti terv-
eléiranyzatokat. Ekézben médositasokat javasolnak a Tervhivatalnak: a kiz-
ponti szerv a kiilénbozd dgazatokbdl kapott médositdsokat dsszevetve 1j terv-
szamokat készit és igy tovabb. Operativ médszeriink lényegében énnek az
»»oda-visszatervezésnek’ objektiv optimum-kritériumokkal és kvantitativ méd-
szerekkel kombindlt, szisztematizlt alakja. ,

7 Cikkiink 1. részében eldszir egy ditaldnos modelli ismertetiink; ennek
kerctében a jelolések és definicidk megaddsa, valamint a tételek bizonyitdsa

konnyebben keresztiilvihet6. Az 1.1 szakaszban az eredeti, dn. ,,teljes kbz-

ponti informiciés” feladatnak kétszintli feladatts, az 1.2 szakaszban pedig
ennek poliedrikus jétékkd valé dtalakitisit és iterativ megolddsit targyaljuk.
Az 1.3 szakaszban az éltaldnos és a konkrét modell kapesolatdval foglalko-
zunk. Dolgozatunk 2. részében a konkrét modelive: a hossztlejarati makro-
Okonémiai tervezés feladatira alkalmazzuk az 1. rész eredményeit. A 2.1

szakasz a modell leirdsdt adja, a 2.2 szakaszban az iterdcié menetét rész-

letezziik, a 2.8 szakaszban pedig néhdny, a modellel és a szdmitdsi eljardssal
kapesolatos kozgazdasigi probléméit targyalunk. A dolgozatunkat a kétszintd
tervezés médszerének tovabbiejlesztésével, més terilleten valé alkalmazbsdval
és egyéh altalanositési lehetbségekkel kapesolatos megjegyzéseklel zarjuk. .

1. AZ ALTALANOS MODELL

11 A teljes kizponti informiciés feladat atalakitdsa kétszinti feladattd
Legyen N
(1.1} Ax = h, x>0, ¢’x—>max! illetleg yA=c,y = 0, y'b— min!

az dltaldnos modell ,.evedeti”, ,teljes kozponti informécids™ (rdviden: TKI)
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- imil 41 v noni j T feladat
A simal, illetve a duél valtozat kanonikus ala.k,]a.‘f A TKI fe
fi{iag;fajr);:oigjlit (az x vektort) T'KI programnak, dual valtozdjat (az y
Eektort) TR drnyékdrrendszernek nevezzilk. J elolje X a meggnge:dett TKI prog-
ramolk, X* pedig az optimdlis TKI programok halmazat, tovsi,bba,’ Y’ a megenge-
dett TEI drnyékdrrendszerek, Y* pedig az optimdlis TKI drnyékdrrendszerek
halmazét:®

1.2) X={x: Ax=b,x =0} X*s{x*_l: x*eX,dx*:rE&zcc’x}

(13) Y={y: yAzc,yz0 Yr'={y": y*¢ Y, y*b = miny'b}

j 1étezi timélis
‘telezzills, hogy a TKI feladat megoldhatd, azaz l?t_ezﬂ; optimé.
TKL plf"gg‘f&?g?g ; @ %yf[sméretes 7, hogy ekkor létezik opi:,m}ahs TI’{I a:;nyek-
4rrendszeris: Y* = @, tovdbbé a primal valtozat ma,x%n}f%hs és a dudl va,ltozag
minimalis célfiiggvényértéke megegyezik; kozos értékitk a TKI feladat
opLiTRUMA:
(1.4) @ — max ¢'x = miny’h = c'x* = y*'b, ha x* ¢ X*, y* ¢ Y*.
) S xex ye . " 1
ot £ i feltételezésse
foladat megoldhatésiga. egyébként ekvivalens a.zz’al a fe 1,
ﬁog;il me;:ngedetthKI prog%'a,r_n és megengedett TKIL drnyékdrrendszer is
létezik?®:

(1.5) o XFEG é Y£0.
Legyen _
{1.6) TA=[A, .. AT x:[x}], c =feg, .. -.Cnl
: x‘n

. z ’ 4 - z cr
K1 feladat primél véltozatiban az A matrix, az X TI’iI’ program és a
%Ir{rl cél?ﬁaégvéllgy—vektor egymasnak megfeleld particiondldsa. (1.1) helyett

eklor a vele ekvivalens

Alxl + A + Anxn é b y’A]_' ‘ _->= Ci
X, =0 . . ’
(1.7) T , illetéleg YA, =c¢,
x, =0 g y =0
ex, -+ ... enx, —max ! y'’b —min!

alakot hasznalhatjuk.

1 Minden linearis programozasi feladat primal-dvdl valtozata az (1.1) szimmet-
i lakra transzformélhaté. .
ks aé'%e‘zgzﬁllc‘:ée; természoti z elemek esetén {z: )} azon z elemelkbdl 4116 halmazt
jelenti, amelyek a: utfni feltételeknek eleget tesznel.

8 i halmaz jele.
Uff. ._Efz é]f)isnm és A. W. Tooker [8], 60. oldal, Corollary 1A.
8 A. J. GOLDMAN és A. W. Tuckex [8], 61. oldal, Theorem 2.

i
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Ha a b korlitvektorral egyez8 méreti u,, ..., u, vektorok dsszege b,
tehdt ezek kielégitik az

(1.8) U ... +u,=hb
korldtfelosatise feltételt, akkor a beléliik 6sszedllitott

(1.9) u=/[u
[ u}J

vektort kézponti programnak, az u; vektort az u kozponti progré,m i-edik
szektorkomponensének nevezziik, az u kézponti program (vagy az u; szektor-
komponens} melletti i-edik szektorfeladaton pedig az '

(L10) Ax; < u, x; 20, ¢jx;—> max! illetSleg yiA; = ¢, y; = 0, yju, —min!

linedris programozasi feladatot fogjuk érteni (¢ = 1, ...,n). (L.10)-ben x;
az i-edik szektorprogram, Y; az i-edik szektordrnyékdrrendszer. Az w; szektor-
komponens melletti ¢-edik szektorfeladatban jelolje X u;) a megengedett
szektorprogramok, X¥(u;) pedig az optimdlis szektorprogramok halmazét,
- tovabba, Y, a megengedett szektordrnyékdrrendszerek, Y¥(u,) pedig az optimdlis
szektordrnyékdrrendszerel halmazat: :

(1.11) X{u) = {x;: Ax; S u;, X, 2 0}, XHu,) = {xF:xF € Xi(u;), eixF = max cix;}
. xEX5(v5)

(1.12) Yi={ysyiA;Z cLy, 2 0}, Yi(u)={yk:yFeY,y¥u = {nein yiu}.
L ’ : Yi€Y3

Abbdl, hogy a TKI feladat megoldhaté, még nem kivetkezik, hogy
a szektorfeladatok minden kozponti program — azaz az (1.8) alatti feltétel-
nek megfelel§ (1.9) alaki vektor — esetén megoldhaték. Nevezziik értéhelhets
kbzponti programoknak azokat a kozponti programokat, amelyek mellett
valamennyi szektorfeladat megoldhats. Megmutatjuk, hogy az értékelhets
kézponti programok egy U nemiires konvex poliedrikus halmazt? alkotnak.
(1.8) és (1.12) osszevetésébdl ugyanis ‘

(1.13) o Y=Yn...0Y, )
Az (1.5) feltételbs] tehdt kovetkezik, hogy
(1.14) Y, @ i=1,...,7.

Ebb8l egyrészt a ® labjegyzetben idézett tétel szerint azonnal kévetkezik
hogy u = {uj, ..., u;]" akkor és csak akkor értékelheté kozponti program
ha (1.8) mellstt

(1.15) Xfu)# 2

is teljesil. E kizvetlen kritérium mellett egy mésikat is levezethetiink: (1.14)

i1=1,...,n

® Konvez poliedrikus halmazon véges sok linedris egyenlStlenségbél és egyenletbil
all6 feltételrendszer megoldésaibél 4116 zart halmazt értiink, Lésd pl.: A.J. Goupyman [7].
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miatt ugyanis az u; melletti ¢-edik szektorprogramozis akkor és esak akkor
oldhaté meg, ha y; u; alulrél korldtos az Y; halmazon.1® Legyen most

(1.18) Y, =Y+ Y7 ={¥q,+ uYq:1'q=1§=1q;=0, q;=0, y; =0}
az Y; nemiires konvex poliedrikus halmaz kanonikus felbontésa.'! Az y} u;

linedris fiiggvénynek az Y; halmazon vald korlatossiga ebbél ekvivalens

az Yju; = 0 feltétellel. Ezért az értékelhetd kizponti programok U halmazat
az alabbi alakba irhatjuk:

(1.17) U={u=[u1]:ul—!— oo Fu,=b,Yu 20, ..., Yu, >0}

un
U tehdt valéban konvex poliedrikus halmaz.
Jelélje X(u) azokat a TKI programokat, amelyek az u = [u], ..., u,]’

értékelhetd kozponti program melletti megengedett szektorprogramokbél
dllithaték Gssze:

‘(1-18) X(u) = Xy (up)x. . . XXp(Uy) = {{xl] 1 X; €X3(Ug)s + - Xp €Xp(up)}

Xn

Az bsszes értékelhetd kozponti programokbél 4116 U halmaz egy (valddi
vagy nem-val6di) U részhalmazirdl azt mondjuk, hogy generdlja X-et, vagy
hogy U az X generdiorhaimaza, ha

(1.18) X =1 X(u).

ugyU

U = U esetén fennall (1.19), azaz az sszes értékelhetd kdzponti program-
b6l 4ll6 nemiires konvex poliedrikus U halmaz generédlja a megengedett TKI

- programokbél 4ll6 X halmazt. Ezt két 1épésben lathatjuk be.

L. (1.5) miatt X = @. Legyen x = x|, ..., %;]", és definidljuk az u, =
= A; X, ., Up = Ap_ Xy, Up=Db—(u 4+ ... + u,. ;) komponense-
ket. Vilagos, hogy x; € X, {u;), tehdt X (u) = @, =1, .. .M, § ezért (1.15)
miatt u = [u], ..., u;]’ értékelhetd kozponti program, U = @.Ezenfeliil
x € X(u) és, mivel minden x € X TKI programhoz a fenti konstrukeié szolgal-
tat egy ilyen u ¢ U kozponti programot, X < ) X(u).

ugy

1% A, J. Gompmax és A. W. TuckER [8], 60. oldal, Corollary 1B:

LA, J. Goroymax [7], 44—49. oldalak, Theorem 1, Corollary 1A. Ha y;., . . ..¥ing
az Y; balmaz extrém pontjai, alkor Y; = [yu,..., yiy]- EKorlatos Y; halmaz esetén
definiciészerfien Y; = 0. Egyébleént tekinthetjiile az Yyt definidlé yiA; = ej, y; =0
egyenl6tlenségrendszerbdl nyert y; A; =0, §; = 0, ¥i 1 = 1 redukdli ¢ normdl¢ egyen-
létlenségrendszer megolddsaibél 4116 nem {ires korlatos konvex poliedrikus Y; halmazt.
Ha ¥u,. .., ¥iN; ennek extrém pontjai, aldkor Y; = [¥;,..., yiN} (1 csupe 1 kompo-
nensft vektort jelent: igy q; és q; nemnegativ, 1. komponens-tsszegil, 1in. valdszindségi
vektorok. 'Y{ tehdt az yy, ..., yin; Pontok konvex burka, Y; pedig korlatos Y; esétén
a 0 vektor, egyébként az ¥, ..., ¥iN, extrém irdnyok &ltal meghatdrozott Lonvex
gula. Y; az idézett tétel szerint e kéb halmaz vektoridlis dsszege.

%
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2. Hau=1[u,...,u;] €Ués x; € X{u,), azaz A; ; S u; x, =0
(6 =1,...,n), akkor az (1.8) korlétfelosztési feltétel miatt A;x; + ... +
T A X SUF ... Fu,=b x=[x]...,x]" =0, tehat x ¢ X. Ezért
Xu) < X, QX(u) c X. . - o

ulJ '

Az (1.19) alatti generdl6 tulajdonsiggal az tsszes értékelhetd kozponti
programok egy nemiires konvex poliedrikus halmazt alkoté valdds részhalmaza,
is rendelkezhet. A konkrét modellben felhaszndlandé példaként tekintsiik
az aldbbit: specidlis alakd A matrix esetén (1.7) az

(1.20) . Afx, + ... 4+ Alix, < b¥
| A, <b;
(1.21) I
\ _ 7 Arx, = b,
(1.22) X, 20,...,%,=0
(1.23) _ €1X; + ... + €%, — max! '

alakot sltheti (itt A7 x; < b} a TKI feladat olyan feltételeit foglalja Ossze,
amelyek csak az i-edik szektorra vonatkoznak: e feltételeket az i-edik szektor
specidlis szektorfeltéleleinek nevezhetjiik). Célszer(i itt a kozponti programot is

(1:24) u=Ju]; u;=Juf Ji=1,...,n-
[jl uy
u, .
uz

alakban felvenni, és ebben az esetben gz korlatfelosztasi feltételt az
(125) uf—i—...—i—u,’f:b_“
(126) u‘;,-—|—...—'|—u:l-=b? ti=1...,n

egyenletek fejezik ki. Jeldlje itt is 0 az 8sszes értékelhets kézponti programok |

halmazat, U pedig U azon részhalmazit, amelyben minden szektor teljes
egészében ,,megkapja’” a specidlis szektorfeltételeiben szerepl§ korlatokat:

(1.27) U={u=[u,]: ueVd, uy=[uf], ..., u,=[uf]}.
HE
u, 0 Z
. 0
0 ‘ _bx

Vilé,gos., hogy U nemiires konvex poliedrikus részhalmaza U-nak, amelyre
érvényes (1.19), de nem tartalmaz sziikségképpen minden értékelhetd koz-

ponti prqgramot: ha pl. b¥ =0 és b>0, ¢ =1,...,n, akker UcC U, '

de U s U, :

Legyen most U olyan nemiires konvex poliedrikus részhalmaza. U-nak,
amely generdlja X-et. Rogzitsitk U-t és nevezziik elemeit megengedett kozponti
programoknak. Tetszbleges u = [uy, ..., u,]’ megengedett kézponti programra
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érielmezve vannak az u-hoz tartozé
' gu;) = max c;x; = min y;u; i=1,...,n
. 10w €Yy
szektoroptimumok, és ezek Osszege, a p(u) = @{u;) 4 ... + @5(Uy) Osszop-
timum. Ezek u-nak tartomdnyonként linedris és folytonos konkdv fliggvé-
nyei. Ha ugyanis ¥y, ..., Yy jelolik Y; extrém pontjait, tehat (1.16)-ban.
Yf = [Y:’l! P YfNi] irhaté,' .
@{u;) = min yju; = min {yj Us ..., Yin Ui}
¥iEYs

u értékelhetd volta miatt tehdt @iu,) véges sok linedris filggvény alsé bur-
koléja, ¢ =1, ..., 7. Igy p(u) = @, (u;) + ... + @a{uy) is ilyen tulajdonsign.

A TKI feladatbél az (1.6) szektorbontéssal és a megengedett kozponti
programhalmaz fenti médon, rogzitett megvalasztisival szdrmazd kéfszintl
Feladaton az alébbiakban részletezett feladatot értjik.

" (1) ,,Kozponti szinten”: meghatdrozandd(k) a maximalis dsszoptimumot
biztosité megengedett kdzponti program{ok), més széval: megoldandé az '
u € U, p(u)— max ! konkiv programozasi feladat, meghatérozand6 az opii-
mdlis Edzponti programokbdl 4llé
(1.28) U* = {u*:u*e U, p(u¥) = méabx p(u)}
halmaz. '

(2) ,,Szektori szinten” : minden szektorban meghatirozandé(k) az optimé-

- lis kézponti programkemponens{ckjhez tartozé optimdlis szektorprogram (ok),

més széval: minden u* = [u¥, ..., u¥]’ € U* mellett megoldandék az

A X; £ uf, X; 2 0, ¢’xj— max ! szektorfeladatok, tehdt meghatdrozandék

az (1.11) alatti definidlt XF(uf) halmazok, ¢ =1, ..., 7. :

(3) Osszedllitandé(k) az optimdlis kozponti program(ok) mellett opti-
mélis- szektorprogramokbél nyerheté TKI program(ok}, més széval: meg-
hatérozandd az — :

(1.29) X*(u¥) = XFuF) x . . . x XF{uk) = {[x;“]:xf‘ € X#{u¥), ..., xEe X3 {up)}

. X.*

halmazok ) X*u*) alakd egyesitése.
. uteu# . R .

1. TETEL. Megoldhaté TKI feladatbdl szdrmuzé telszbleges Eétszintt feladat 1s

megoldhaid, és megolddsa ckvivalens a TKI feladat megolddsdval :

{1.30) U@ és X*¥= K_e) X*(u*).
_ u*eU*
Az 6sszopiz'm'_um mazximalis értéke a TKI feladat optimumdval egyenls :
{1.31) max p(u) =maxc’x=9P.
uel REX

Bizonyités. A tétel llitasai leolvashaték az alabbi egyenléségsorozathél:

¢ = max ¢’x = max ¢'X=max {max c'x} =
xEX x€ \é)ux(u) wel  xEX{u)
ul

= max IZ max c;xi} = max {2 min y;-ui-] =max p(u) .

uel i=1 %€%ifup) ‘cEU =1 wev; uglJ
£
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1.2, A kérszintit feladat atalakitdsa poliedrikus jarékka és ennek fiktiv
lejatszdssal valé iterativ megoldasa

A kétszintl feladat , kézponti szintjén” megoldandé konkév programozési
feladat célfiiggvénye a p(u) dsszoptimum: ez a fiiggvény a TKI feladat adatai
és a szektorbontds alapjin ugyan meghatdrozhats, de ez szdmitistechnikailag
az eredetinél nehezebb feladat. Ezért a kétszintii feladatot célszeriien atalaldt-

juk. Jelslje V az (1.12) szerinti megengedett szektordrnyékdrrendszer-egyiittesek -

halmazat:

(1.82) . V=Y1x...xYnz{v=[le:yleY1, e Ya €Y,
Yn

Az dsszoptimumra az aldbbi eldallitdst nyerjiik:

n n n .
(1.33) plu) = 5 gilu) = = minyju; = min 2 yiu; =minv'u.
i=l =1 yicry !_=)i£EY¢nf=,1 vEV

Ebb6l a TKT optimumra (1.31) alapjin a kovetkezdt frhatjulk:

(1.34) @ = max minv'u.

utld  vEV
Definiéljunk egy poliedrikus jdiékot'® a kovetkezdképpen: legyen U a maxi-
malizdlé, V pedig a minimalizdlé fél stratégiahalmaza, 2’ v'u homogén bilined-
ris fiiggvény (u € U, v € V) pedig a jaték kifizetési fliggvénye. A maximalizalé

felet a ,kozponttal”, a minimalizilé felet a ».szektor-egyiittessel’’13 lehet

azonositani; ennek megfelelden megengedett kozponti program helyett Zéz-
ponts stratégidt, megengedett szektorirnyékdrrendszer-egyiittes helyett szektor-
stratégidi mondhatunk és mindkét stratégia esetén beszélhetiink a stratégidnak
az egyes szektorokra es6 komponenseirSl. Az igy definidlt jatékot a megfeleld
kétszintt feladathol vagy a TKI feladathdl (adott szektorbontdssal és a meg-
engedett kdzponti programhalmaz adott megvalasztésival) szdrmazd poli-
edrikus jdiéknak neverziik és roviden (U, V)-vel jeloljiitk. ‘Az (1.84) rel4ci6
azt fejezi ki, hogy a TKI feladat optimuma a bel§le szérmazé poliedrikus
jaték max-min (alsé) értéke. A TKI feladat, a beldle szdrmazd kétszintii
feladat és poliedrikus jéték kozti kapesolattal foglalkozik az alibbi

2. TETEL. Megoldhaté TKI Jeladatbdl szdrmazé. poliedrikus jdték is megoldhald,
és értéke a TKI optimummal egyenls. A , kizponti Jfeél” optimdlis stratégids
a megfelel6 kétszintii feladatban felléps optimdlis kozponti programok. A ,,szektor-
eqyitttes fél” optimdlis stratégidi kozdtt mindig van olyon stratégqin,” amelynek
szektorkomponensel megeqyeznek ; annal szitkséges és elégséges feltétele, hogy
egy szektoronként megeqyezds komponensit szekiorstratégia optimdlis legyen, az,
hogy egy tetszbleges kizponti stratégidval szemben optimdlis ellenstratégia legyen.
megegyezé szekiorkomponenstt optimdlis szektorstratégidban a kbzbs szektor-
komponens optimdlis TKI drnyékdrrendszert alkot és viszond.

V5. Pa. WoLrE [25]. Jeloléseinkkel :m =n, X =U, ¥ =V, 4 = E = egység-
métrix.

'# Lésd a ,,person” definiciéjat pl. J. C. O. McEKINSEY [20] konyvében, 4. oldal,
3. hekezdés. .
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Bizonyitds. 1. Megoldha,téATK'I. feladat esetén a @ TKI-optimum létezik ds

. véges, mésrészt (1.34) szerint az (U, V) poliedrikus jéték max-min értékével

egyenld. EbbSl Pr. WorrE {25] tétele szerint kovetkexil, hogy @ egyben
e jaték min-max (fels6) értéke is, tehdt (U, V) megoldhatd, értéke @, és mind-
két félnek van optimélis stratégisja.

2. Mivel (1.33) szerint @(u) a v'u kifizetési fliggvény minimuma a V
halmazon, a kézponti fél optimélis stratégidibél 41l6 halmaz megegyezik

- az (1.28) alatti U* halmazzal.

3. Az (1.3}—(1.12) jelolések felhaszndlisival elGszor megmutatjul,
hogy : |

. L - L4 e )
(1.35) Yf(ulm..._ms(un)%[\( > hau=fu, o un) e U

@, hau={uj, ..., u,] ¢ U*,

azaz: csak az optimélis kézponti stratégiskkal szemben van — de itt mindig

" van — szektoronként megegyez§ komponensii optimélis ellenstratégia, s a.

kiszos komponens optimalis TKI-4rnyékarrendszer. (1.35) bizonyitdsinak elsé.
feleként megmutatjuk, hogy y* € Y*, u* = [uF, ..., uf] € U* esetén.
Y* €YH(uF), ..., y* € Y¥u*) 4ll fenn. Ellenkezs esetben ui.

n n ' n [ ’

? = pu*) = o uf) = Zminy; uf < 3y W=y Suf=y*b=0
i=1 =1 wEYy i=1 =1 .

lenne, ami lehetetlen. (1.35) bizonyitésdnak mésodik felében megmutatjuk, hogy

forditva: y € YXU,), ..., ¥ € Y(U,) esetén ¥ € Y* és G = [u}, ..., u] e U*

4ll fenn. Legyen ui. y € Y tetsz6leges; ekkor

Yb=y zl‘ﬁf= 2; YU > 21‘ mén)’?ﬁf“—‘ 299:'(6:) = @) =
I= 1= ikt 1= B

=
2 Fa ey o~ n ~ ~

.=2y’ui=y" ui':y’b’

i=1 {=1

tehdt y’ b > ¥’ b, azazy € Y*. Kovetkezik még ebbsl, hogy ¢(y) = U'b = &,
tehat U € U*. Ezzel (1.35)-8t bebizonyitottuk, A 2. tétel bizonyitdsinak teljessé
tételéhez most mér csak azt kelligazolnunk, hogy tetsz8leges y* optimalis TKT
arnyékérrendszer esetén a szekforonként megegyezd y*-komponensi vyo =
=[y*, ..., y*] szektorstratégia optimalis. Ehhez elegén(fﬁ kimutatni, hogy

tetszbleges u® € U* optimélis kozponti stratégidval egytitt vo a v'u fiiggvény
(U, V)-beli nyeregpontjst alkotja. Legyen tehét u* = [ui’, ..., uf’] a vilasz-

tott optimdlis kozponti stratégia, u={ul, ..., u;]’cU, illetve v= (Y - - ¥nl
€V ftetszlegesek. Ekkor '

n ' n
vpu=2 yru=yt Su=y'b= 0=
i=1 i=1

L

n n n
— I * IR % L
=y* ‘Zl’u,- —%‘Yi u¥ = vieu éz;y,-u,- = v'u¥,
= . i= i=

azaZ Vye U< Vieu* < v u*, ha u €U és v € V. Ezzel a 2. tétel bizonyitdsét
befejeztiik. ' 5
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_ A TKI feladatot tehdt visszavezettilk a beléle szdrmazd poliedrikus
jaték megolddsira. A megolddsra olyan médszert keresiink, amely kihasznaija
'a feladat felbontottségat, és a kozpontban, illetve a szektorokban kilon-kiilon

elvégezhotd részletszamitdsokbsl épil' fel. Ertelmezziik ehhez az értékelhets.

szzktorstratégia, azaz értikelhels szelktorérnyékdrrendszer-eqyities fogalmdt: ezen
olyan v €V szektorstratégidt értiink, amellyel szemben létezik optimdlis
kozponti ellenstratégia, més széval: amelynél az u € U, v'u - max ! linedris
programozés megoldhaté. Nevezalink reguldrisnak egy (U, V) poliedrikus jété-
kot, ha valamennyi szektorstratégiaja értékelhetd. Vegyitk tekintetbe, hogy
a kétszintfi feladat definiciéja szerint U minden eleme értékelhetd kizponti
stratégiabol, téhat olyan u kdzponti programbél &ll, amelyre a v €V, v'u —
—» min ! linedris programozas megoldhaté. Regularis poliedrikus jaték esetén

tehét mindkét fél mindegyik stratégidjéval szomben létezik optimdlis ellen--

stratégia. Ebb8l kévetkezik, hogy minden reguldris poliedrikus jatek stratégiai-
lag redukalhaté egy véges jatékra.'* Legyen ugyanis U= Us+4+ US,
Netve V = VAL V= a szerepld stratégiahalmazok — mindketts nemiires, kon-
vex poliedrikushalmaz — kanonikus felbontdsa. (V6.: 1! labjegyzet, 581. oldal.)
A kétféle értékelhetdségi feltételezésbél azonnal kdvetkezik, hogy V'U <0,
VU=0 é V'UZ= O, tovibba az u = Up + AUp €U stratégidt az
ut = Up e U2, a v=Vq+ pVgeV stratégidt pedig a v2 = Vq¢ va
stratégidval lehet (tégabb értelemben) domindlni: minden VeV mellett
V' u < V' ub és minden U ¢ U mellett v/ G = v&' U (p, P, q s q valészintiségi
vektorok, 4 és u nemnegativ szdmok). Ezért az (U, V) regularis poliedrikus
jaték stratégiailag redukilhaté az (U4, V&) poliedrikus jatékra: ez pedig
izomorf a V'U Kkifizetési métrixd véges jatékkal.

R4, kell mutatnunk arra, hogy e véges jéték ‘esak implicit formaban van
megadva, hiszen a V'U métrixot nem ismerjilk kozvetlenill, csak azt tudjuk,
hogy U a kézponti, V pedig a szektorokban szerepld egyenlbtlenségrendszerek-
kel meghatérozott U, illetve V poliedrikus halmazok extrém pontjaibdl ossze-
4llitott méatrixok, a kifizetési métrix pedig ezek szorzata. Ha tehdt az (U, V)
reguldris poliedrikus jiték egy megolddsit e V'U métrixd véges jaték meg-
oldésa itjan akarjuk meghatdrozni, a direkt szamitdsi eljardsokat — az eredeti
TKI feladat méreteivel legaldbbis azonos méretli szdmités nehézségeitdl
eltekintve — mar csak ezért sem lehet alkalmazni. Felhasznilhaté azonban
a Brown—Robinson-féle fiktiv léjdtszdsi médszert®. Az el8bbiekbdl kovetkezik,

“hogy reguléris poliedrikus jaték minden u ¢ U koézponti stratégidjaval szem-

ben megadhaté egy v*(u) € V& optimilis ellensiratégia és minden veV

szektorstratégiaval szemben megadhaté egy u*(v) € U2 optimélis ellen-
stratégia, amelyekre tehét

(1.36) v*(u)u=miny'u = min v'u; v'u¥(v)=maxv'us=maxvu
vev vevh wel weud

. 1 Akkor mondjuk, hogy egy jaték stratéginilag redukdlhatd egy mésik jatékra,
ha ez utébbi megoldhaté és minden megoldasa, (optimélis stratégin-parja) egyben az
eredeti jatéknak is megoldésa. : :

P15 A péges jdtéh vagy, més né{ren,_ mdirizjéték definicidjit lasd pl. 8. Kariiw [9] )

kényvében, a 17. oldalon. .
18 (3. W. Brown [1], [2]; J. Rominsox [21]. Részletes referdlésra: 8. Karrix [9],
179—189 oldalak. . ' .
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8::11 lfenn.}v*(u) meghatérozésat az u, u*(v) meghatarozasit pedig a v requldris
éréékelésének nevezzilk. Az (U, V) reguléris poliedrikus jaték reguldris fiktiv

lejdtszdsin az UA-basesd u*(l), u*(2), ..., u*{(¥), ..., illetve a ¥2-ba es§
vE(LD, vE(25, ..., WE(ND, ... stratégiasorozatok alabbi szabdly szerint tor-

téné megkonstrudldsat értjiik:

1. szakasz. T. 1épés: vélasztunk egy tetsz8leges u(® ¢ U2 kizponti
stratégidt. I1. lépés: definfcidszerfien u*(1y = u®. IIL. 1épés (u*{1) reguléris
értékelése): v = v*(u*(1>) meghatdrozdsa. IV. lépés: definiciészertien
vi({1) = v,

Ezutén ratériink a 2., 3., ... szakaszra. .

N-edik szakasz (N = 2,3, ...). 1. 1épés (v*{N — 1) reguldris értéke-
1ése): u™ = u*(v*{N — 1)) meghatirozidsa. II. lépés (,keverds” az el§z8
szakaszbeli taggal): ' '

us(Ny = N—

1 1
ur(N — 1 —u
_< >-|—N

kiszdmitdsa. ITL. 1épés (u*{V) reguliris érté]ie]ése): vV = v¥(u*(N)) megha-

a4

. tarozdsa. IV. lépés (,keverés” az el8z8 szakaszbeli taggal): :

N—1

Vi = VECN — 1>+ EVL Vi)
kiszdmitésa. - |
Mivel : _
@ = max min v'u = min max v’'u,
; vl vev vV ugl ,
az értékelések definiciéjdbol konnyen levezethetd, hogy az N-edik szakaszbeli
D*¢(N> = max v¥(N — 1>'u = max v¥{(N — 1>'u = v¥(N. — 1>'uM
(V] ugus . .
felsé optimum (N = 2,38, ...) fels6 becslést, a _
e*(N> = min v'u*(N) = min v'u*{¥N) = viW'u*(¥>
. T vev vevl .
alsé optimum (N = 1,2, ...) pedig als6 beeslést ad a @ TEKI optimumra:

(1.37) @*N>=2d (N=23,...); o*WN><d (N=12,...).

Mivel tovibba a sorozatok I.konstrukciléjuk miatt a V'U matrixa véges jaték
fiktiv lejatszasit is jelentik, érvényes a Brown—Robinson-tétel, tehat

(1.38) lim O*(N> = lim ¢*(N) = @,
N-—+w=

N—+ew

és. az {u*(N>}, illetve {v*{N)} sorozatok limeszpontjai optimélis kdzponti,

‘illetve szektorstratégiak.

A reguléris fiktiv lejatszds iteracidjanak S-ledllitdsin (0 tetszblegesen
kicsiny pozitiv szam) értsitk a fenti konstrukeié aldbbi befejezését:
Legyen o '

(1.39) GFE(NS = min {B*(2), ..., PN}, N=2,3,...
és legyen N, az a legkisebb poziﬁv egész szém, amelyre.
(140) PN, — p*(Ny <8 vagy SN, +1)— ") <96
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teljesiil: (1.37) és (1.38) alapjin tetszblegesen kicsiny pozitiv 4 szdm esetén
N, értelmezve van. Ekkor: 1. Az iterdciét az vagy N,-adik szakasz IIL, vagy
az (N,+1)-edik szakasz I. 1épésénél abbahagyjuk [aszerivt, hogy (1.40)-ben az
elsd vagy a masodik egyenldtlenség teljesiilt]. 2. A szektorokban megoldjuk az

" (1.41) _ A X, S urN,y, %20, cx;—max! i=1...,n

linedris programozisokat. 3. Az igy nyert x%* szektorprogramokbél ossze-

allitjuk az x% = [x{*’, ..., x5*'] megengedett TKI programot. Mivel
& on n -

cxt* = Seixdt = JyNup)) urdny = v ury = g,

(1.40) és (1.37) alapjén _ '

(1.42) P —d=sc'xH <D

Az (1.42) fenmalldsit roviden gy jellemezziik, hogy x™* §-optimdlis TKI

program. _ ,

Kiegészitésiil foglalkozunk azzal az esetiel, amelyben az (U, V) reguliris
poliedrikus jaték a szektor-egyiittes fél szdmara egyértelmfien oldhaté meg.
Ebbél kévetkezik, hogy redukaltja, a V'U matrixd véges jaték is ilyen
tulajdonsagu, s igy az idézett Brown—Robinson-tétel szerint a {v*(N)}
sorozat konvergens, és hatirértéke az egyértelmii optimdlis szektorstratégia.
A 27tétel 3. része alapjin ez nem mds, mint az a szektorirnyékérrendszer-
egylittes, amelynek minden szektorkomponense a (fenti feltételekbsl kovet-
kezden) egyértelmll optimédlis TEI drnyékarrendszer. ~

A TKT feladatbdl szadrmazé regularis poliedrikus jaték fiktiv lejatszdsa- k

val kapesolatos és fentiekben bizonyitott eredményeinket az aldbbiakban
foglalhatjuk &ssze: :

3. TETEL. Ha egy megoldhaté TKI felodatbol szdrmazé poliedrikus jdték
requidris, akkor fiktiv lejdiszdsdval @ TKI feludat tetszbleges pontossdggal meg-
oldhats abban az értelemben, hogy tetszblegesen kicsiny pozitiv 6 melleit a reguldris
Jiktiv lejdiszds d-ledllitdsa d-optémdlis TKI programra vezet. Ha e reguldris
poliedrikbus jdiék emellett a szekior-egyilttes fél szdmdre egyérielmiien oldhatd
mey, & requldris filttv lejdtszdsa. sordn nyert kevert szekiorsiratégia-sorozatban
az eqyes szektorokra juto komponensek , egalizdlédnak”, azaz kbzis hatdrértékhez
az optimdlis THKI drnyékdrrendszerhez konvergdinak.

1.3. Kiégészitﬁ megjegyzések

A TKI feladatot reguliris poliedrikus jatékkd kell dtalakitani: enmelk
médja a szektorokra bontas és értékelhets kozponti programokbdl 4llé alkal-
mas generatorhalmaz megvélasztasa. Nem foglalkoztunk itt azzal a kérdéssel,
hogy minden — TKI feladatnak tekintett — linedris programozdsi feladatra
ez az atalakitds elvégezhetl-e, és ha igen, hogyan kell elvégezni: tételeket

‘vezettiink le, amelyek minden megoldhaté és reguldris poliedrikus jatékka
dtalakithaté linedris programozédsi feladatra érvényesek. Nem vizsgiliuk azt

. & problémét sem, hogy az iterdcids szakaszok I. lépésében felmeriilé kozponti
linedris programozas nem szadmitasigényesebb-e az eredetinél: ne felejtsiik el,
hogy a kozponti program komponenseinek szama a TKT feltételek szdméinak
és a szektorok szdmanak szorzatidval egyenls. '

- (2.1) Ry>0
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Arra volt ugyanis minddssze sziikségiink e dolgozat keretében, hogy
az 4ltalinos médszert egy konkrét modell: a hossziilejarati makroskondmiai -
tervezés feladatara alkalmazzuk. Az itteni TKI feladat szektorokra valé fel-
bontdsa adottsig, amely a probléma kézgazdasigi természetébsl folyik. A szek-
torfeltételek egy része ,specidlis” jellegti az (1.20)—(1.27) alatti értelemben.
A megmaradt ,kozds” feltételek korlitainak felosztdsét végzd kozponti
programra adott feltételek egyfelSl biztositjdk, hogy a megengedett kizponti
programok halmaza az (1.19) értelemben generatorhalmaz legyen, masfelsl

-¢ halmazt korldtosséd teszik. Ebb6l kivetkezik, hogy a keletkezd poliedrikus

jaték reguldris lesz (hiszen korldtos alaphalmazon a linedris programozési fel-
adat minden célfiiggvényvektor mellett megoldhatd), tehdt alkalmazhaté lesz
T az 1. részben levezetett altaldnos médszer. Ugyanakkor kideriil, hogy a koz-
ponti programozés tobb fiiggetlen, egyszerfi rangsoroldssal megoldhaté rész-
programozassd bomlik szét: szimplex-eljardsra csak a szektorprogramozdsok-
ban lesz sziiksdg.

2. A KONKRET MODELL: HOSSZULEJARATU MAKROOKONOMIAI
' TERVEZESI FELADAT

2.1. A modell leirasa

A népgazdasigot n szémi 4dgazatra, szektorra bontva képzeljiik. Min-
den szektor egy termékesoportért felelds. A tovdbbiakban egyszeriien termék-
r8l fogunk beszélni: ez egyszertien aggregicié kérdése. (Egyébként nem okozna,

~ nehézséget olyan modell feldllitdsa, amelyben minden szektor tsbb termék

el6allitésaért lenne felelds.) A szektor tevékenységéhez nemesak a széban forgd
termék hazai termelése és a termeléshez sziikséges beruhdzds tartozik, hanem
e termék exportja ésimportja is. Tavlati tervet dolgozunk ki egy tervperiédusra,
amely &sszesen 7' idészakbél 4ll. ‘ ' :

Nem kivénjuk modelliink segitségével meghatdrozni a népgazdasigi
terv minden elSirdnyzatét. Kiindulépontunk: egy mér kidolgozott (,,hagyo-
ményos”, nem matematikai médszerekkel meghatdrozott, az input—output-
téblaval ellen6rzott) népgazdasigi terv. Ennek bizonyos eldiranyzatait kons-
tansként Atvesszilk programozdsi modelliinkbe. ~Modelliinkben ezeket
gazdasdgpolitikai adatoknak nevezziik, s jelolésiikre mindig nagybetiiket
hasznilunk. Az aldbbi adatokrdl van szé:

A) Az i-edik termékbél a t-edik id8szakban sziikséges extern fogyaszids :

1=1...a; t=1,...,T.

Magéban foglalja a személyes és koziileti fogyasztést, beleérve az improduktiv
bgruhé.zé,st is. Nem tartalmazza ezzel szemben sem az exportot, sem {bizonyos
kivételts] eltekintve, amelyre kés6bb még visszatériink) a produktiv beruh4zast.

B) Az i-edik termékbéla t-edik id8szakban a népgazdasigbanbennmaradt
mennyiség felsé korldfju . :

(2.2) L Ry (>Q)) i=1,...m t=1,...,T.

Vilagos, hogy ilyen korlitot kénnyi megadni: mindamellett célszerd minél
kisebb, de redlis értéket elfogadni, mert a fels§ korldt til magas értéke lassitia

‘a késdbbi iterdcié konvergencidjét.

C) A népgazdasigban a f-edik idSszakban produktiv munkéra rendel-
kezésre 4116 munkaerSkeret: - ‘

K.
L J
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(2.3) | , W,>0 t=1,...,T.

" Az egyes szaktorok lehetséges tevékenységeit négy csoportra: reprodukdls,
export-, import- és beruhdzdsi tevékenységekre oszthatjuk. Az els6 harom
csoportbeli tevékenységek terjedelmét minden id8szakra kiilon-killon kell
meghatiroznunk, a beruhdzési tevékenységet viszont idSben adott médon

lezajlé folyamatnak tekintjiik, amelynek terjedelmét az egész tervperiddusra .

egyszerre kell kialakitani. Foglalkozzunk részletesebben az ¢-edik szektor
tevékenységeivel (1 =1, ..., n). ‘

1. Reprodukdls tevékenységek. Ezeken a tervperiodus kezdetén mér fenn-
4116, az i-edik-terméket kibocsitd kapacitisok viltozatlan tovabbmiikédtetését
értjiik. Technikai jellemzék alapjin (példdul elmaradottabb vagy fejlettebb
iizem) tobb ilyen tevékenység épithetd be a modellbe. Jelslje »FP* areprodu-
kalé tevékenységek szdmdt, 27 pedig a k-adik reprodukdlé tevékenység
terjedelmét a t-edik idgszakban (k =1, ..., 2% ¢t=1, ..., 7)

2. Baport tevékenységek. Gazdasigi jellemzék alapjin (pl. piacok, rela-

ci6k sth. szerint) tobbféle export-tevékenységet szerepeltethetiink a modell-

ben. Jelolje n$*P az exporttevékenységek szamét, afP pedig a k-adik export-
tevékenység terjedelmét a f-edik idSszakban (£ =1, ...,n%%; ¢ =1,...,T).

3. Import-tevékenységek. Mindeneckel6tt két tipusd tevékenységet szere-
peltetiink. Korldtos import-tevékenységen olyan behozatalt értink, amely
a hazai termel§tevékenységekkel versenyezhet, azokat pétolni képes (kom-
_petitiv import), s amelynek terjedelmét valamilyen kiilsé piaci tényezo
korlatozza. Gazdasigi jellemzdk (pl. piacok stb.) alapjan tobbféle ilyen korlatos
import-tevékenység beépithets a modellbe. Jelolje ni™P ezek szdmat, 2P
pedig a k-adik korldtos import-tevékenység terjedelmét a f-edik idSszakban
(k=1,...,amr; £ =1, ..., 7). A korlatos import mellett minden szektor-
ban szerepeltetiink egy szabad import-tevékenységet is. Ez az el6zd import;
tevékenységekhez hasonléan kompetitiv jellegti, de terjedelmét 'sem kiilsS
piaci koriilmények, sem egyéh adottsigok eleve nem korlatozzék. Egyes
szektorokban joggal feltételezhetjiik ilyen tevékenység létezését, mésokban
valésdgban ilyen lehetdiség nem 4ll fonn. Bz utébbi esetben a szerepeltetett
tevékenység |, fiktiv’’ jellegli: ponalészerfien magas érral biztositjuk, hogy
a modellben ugyan szerepel a megfelel§ viltozd, de az optimélis (vagy ., koze-
litéleg”” optimélis) programba nem keriil bele. Jelslje 2P az i-edik szektorbeli
szabad ‘import-tevékenység terjedelmét a f-edik idgszakban (¢ =1, ..., 7).

Az 1—3. pontokban felsorolt tevékenységek terjedelmének egységét

természetos mértékegységben vagy Ft-ban dllapithatjuk meg. Az aldbb kdvet-
kez§ beruhdzdsi tevékenységeknél némileg masképpen kell eljarnunk.

4. Beruhdudsi tevékenységek. Egy beruhdzasi tevékenységet hirom adat-
tal jellemziink: a létrehozandé létesitmény jellegével, a létrehozds és iizemel-
tetés technoldgidval, tovabbé a beruhdzas megkezdésének id6pont]é,vq,1.
Eszerint adott létesitmény adott technolégiaji létrehozdsdn és lizemeltetésén
(igy mondhatnénk: egy adott beruhdzisi tevékenysdg-tipuson) belil killon
alternativ beruhdzési tevékenységek épithet6k be a modellbe aszerint, hogy
a beruhdzést melyik iddszakba kezdjiik el. Feltételezaiik, hogy esak olya’n
beruhdzdsi tevékenységeket szerepeltetiink, amelyek legkésdbb az ytolsg,
T-edik id8szakban mér teljes kapacitdssal dolgoznak. . Egy beruhdzasi teve-
kenység terjedelmét ezért az iitolss, 7-edik id8szakban elért kapacité,s_mel}ett

termelt termékmennyiség természetes vagy Ft-ban szdmitott mennyiségével

._‘.,.
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mérjiik. Jelolje ni" a beruhdzési tevékenységek szdmdt, 2ifV pedig a k-adik
beruhédzasi tevékenység terjedelmét (k = 1, ..., nl™).

A TKT feladat felirisahoz még sziikségiink van a termékek eldallitdsaval,
exportdlidsival, importidlisival és a beruhdzisokkal kapcsolatos input—
output egyiitthatok, munkaerSigény-egyitthatck és célfiiggvény-egyiitthatok
értelmezésére. :

a) Jelslje fiiY az ¢-edik szekfor k-adik' beruhazéisi - tevékenységének
egysége altal a i-edik idSszakban létrehozott é-edik termék mennyiségét
(természetes, illetve Ft-egységekben; k=1, ...,n0"; ¢=1,...,.7; i=
=1, ..., n). Vildgos, hogy fi¥ = 0, mégpedig: az iizemeltetés eldtt fily = 0,
a' felfutds id@szakdban fiY (mint ¢ fiiggvénye) monoton né, végiil a teljes

. {izemeltetés id8pontjatél kezdve fI¥Y = 1. (Azonos beruhdzési tevékenység-

tipuson beliil fify hasonls, de a kezd@id8szak szerint eltolt fiiggvénye ¢-nek.)
Mivel feltettiik, hogy a létesitmény az utolsé, T-edik id&szakban teljes kapa-
citdssal iizemel, irhatjuk: . :
(24) fiv =0, t=1,....,7; fix=1; k=1,...,2;, i=1,...,2

b) Jelslje giffy, illetve giy, a j-edik szektor k-adik reprodukéld, illetve
beruhdzisi tevékenységének egysége dltal a tf-edik idGszakban igényelt ¢-edik

termékmennyiséget (& = 1, ..., n*", illetve &k = 1, ...,n}“"; t=1,...,7;
j=1,..,t—1+t+14+1,...,n; ¢=1,...,n). Vilagos, hogy
- (2.5) G20, k=1,...,m% ) t=1,...,7T ,
' R =1 ...,i—Li+1,...,n
(2.6) g =0, k=1,...,2%" |i=1,...,n;

a j-edik termék k-adik reprodukalé,illetve beruhdzési tevékenysége a termelés,
illetve a beruhézas technolégiai jellege szerint vagy igényl, vagy nem igényli
az i-edik termék felhaszndlasit. A termelés anyagigénye magdban foglalja
mind a folyé iizemeltetés anyagigényét, mind pedig a régi kapacitis fenntar-
akcidk anyagigényét. A beruhézis anyagigénye magiban foglalja az 4j kapa-
citds megteremtésének éveiben a beruhdzds altal igényelt termékeket (pl.
gépek), az izemeltetés éveiben pedig mind a folyd termeléshez, mind pedig
a mar megteremtett kapacitds fenntartésahoz, pétlisahoz sziikséges termé-

. keket. Hasonl6képpen a termékkibocesatéshoz, itt is feltételezziik, hogy az egyes

beruhazisi tevékenység-tipusokra az anyagigények meghatirozott idébeni
tagozddasa jellemzd. - .

e) Jelolje A5E, illetve Ay az i-edik szektor k-adik reprodukéld, illetve
beruhdzasi tevékenységének egysége dltal a i-edik id@szakban igényelt munka-
er6keretet (& =1,...,2%", illetve £=1,...,%"; ¢=1,...,7;, i=
=1, ...,n). Mig a reprodukalé tevékenységeknél ez a létszdm-egyiitthaté
mindig pozitiv, hiszen munkaerf nélkiil nincs termelés, addig a beruhdzisi
tevékenységekre ez csak az lizemelés megkezdése utdn érvényes. Mindenesetre

(2.7) MEPE >0, k=1,..., 00 t=1,....7; i=1,...,n
(2.8) AW =0, t=1,....7; M¥>0; k=1,...,72%; i=1,...,n.

d) Az egyes tevékenységek hasznossigit az altaluk elért devizahozam-
mal mérjiitk. Jelolje cip, illetve cifiP az i-edik szektor k-adik export-, illetve

%
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irﬁport—tevékenységének egysége altal a f-edik id§szakban eléft devizahozamot

(& = 1, ...,i:ze,."p, illetve £ =0,1, ..., %" ¢=1,....T;4=1,...,n), cf¥
pedig a k-adik ber_uhé;zé;si tevékenységének egysége dltal elért deviza,hoz:.sn;gt
(B=1,...,2M;,i=1,...,n). Az export-tevékenységek devizahozama ter-

rr}észe’tesen.pozitiv, az import-tevékenységeké negativ, a beruhdzdsi tevékeny-
. ségeké ’pedlg nempozitiv (negativ abban az esetben, ha hazai termelés 4ltal
nem pétolhats, nem-kompetitiv importot is igényel). A beruhdzasi tevékeny-
ségek dfaxflzq,hoza,ma természetesen az egész tervperiddusban felmeriilt nem-
}zgén%et%l};r 1mp0£t‘ kﬁltsé%éxiehleggenl(’i. Feltételezziik ezenkiviil, hogy a leg-
vezdbb export-ar sem haladhatja m L Gbb i
P ma.glf;l ort-dr sem haladha ja meg a legkedvezbb import-drat. Ezeket

P >0 k=1,..., 0
(2.9) {;mp Tt g =1, ..., i=1,...,n;
cfPc 0 k=0,1,...,nlmP '
(2.10) WE0 k=1 ..,0"; i=1 ... m
2.11) ' max P < min (—fP) t= R - ;
( Lskgng _ogksm’mp( i) LooTi di=1L...,n

Ezek utin felirhatjuk a hosszilejirati makx%bkonémiai tervezési fi
. el
adatot TKI alakban az aldbbi linedris programozasi feladatként: '

nl‘;epr n%xp rll‘mp nlﬂnv
E—— Cpr€pro_ exp i . .
{ .= Bkt kzl‘ g, +k20 alme - 3 finy ginv - =1 T
= = = k=1 =
{2'12) repr inv ! , ’
(S "~ =1
—_ TEPT LT i ) PN
Sl ginet w5+ kZI g el | = @y
1 N :
n nl;epr n}m‘ ’ ~
2. rEpr .re| i i
(2.13) =| 2wk w,-k?f+k2 Ry oY) < Wy, t=1,...,T;
: =1 k= =1

n;enr nt{:xp mimp n%nv .
2.14 repr LXP im O g .
(2.14) ;é‘ Tt EZ; i + % o + 3 fiy el < By
= = = k=1
t=1,...,'T; i=1,...,n

T {nyerer nf<r n}mp ' n}‘“’ :
@18 = [ = OO+ 2 afhelt - 2 ol wi—‘;ﬂ"] + 2 alfioll’ < b,
§ =1, cen My i=1,...,n
P 2 0 P20 2P0
Be=1,..., 0% E=1,...,0%P; k=0,1,...,n/™m0
(2.16) t—=1,...,T i=1,....n
zi = 0
k=1,...,n}v

‘ n T ( n¥T ﬁ}“‘l-' njov

2.17 EXP pe€X] i ool S i i :

(2.17) t RZI‘ cid oy + % Cikt® w}ﬁ}p] + 2 e ﬂ?‘iﬁv} — max!

= o k=
N 5 .t :
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A (2.12) alatti feltételek azt fejezik ki, hogy minden termékbdl minden
idgszakra legaldbb az extern fogyasztast kell biztositani. A (2.13) alatti fel-
tételek biztositjak, hogy egyetlen iddszakban se keletkezzék munkaer8hidny.
T {eltételek valamennyi szektort érint8, kozos feltételek, mig a (2.14)—(2.15)
feltételek csak egy-egy szektor véltozdira vonatkozé specidlis szektorfeliételek.
A (2.14) alatti feltételek minden termékre és minden id8szakra vonatkozdlag
korldtozzdk a népgazdasigon belil maradt termékmennyiséget: e feltételeket
az illetd szektor extern korldtozd feltételeinek nevezhetjiik. A (2.15) alatti fel-
tételek a szektorok termelési, behozatali, kiviteli és beruhdzasi tevékenységé-
vel kapesolatos tovabbi speciélis feltételeket fejeznek ki. Feltételezziik, hogy
egyikiik sem vonatkozik az illets szektor szabad import-tevékenységeire: ezért
o feltételeket kotott specidlis szektorfeliételeinek mondjuk.l? (2.16) a tevékeny-
ségek terjedelmének nemnegativitdsat fejezi ki, (2.17) pedig azt, hogy a nép-
gazdaségi optimalizdlési kritériumnak az dsszes devizahozam maximalizdlasat
tekintjik. (Vo.: 2 ldbjegyzet, 609. oldal.) ‘

A modell szektorokra bontésa adva van. Kihasznélva az (1.20)—(1.27)
alatti egyszerfisité megjegyzést, a kdzponti program véltozdiként esak a kozés
feltételekmek megfelels korlitok felosztésait tekintjik. Vezessiik be ezek
jelslésére az altalinos modell jelsléseivel dsszhangban az alabbiakat:

(2.18) u=[u], u=uE, . u={TuE,
: b3 0
u, 0 :
0
0 _bp
ahol
(2.19) ' uf = [u}j i=1,...,n
uf
(2.20) uf =P, - Pii-ies — Pty Pirigargr o s Pints Wyl
t=1,....7; i=1,..,n
(2.21) bl =[By, - s By by vy bim]’ i=1..., 2.

A korlatfelosztasi feltételek ekkor a kévetkezdk:

E
—

(2'22) 2] put—pf}f= _QI 7.= 1, R

—

I
i
=

(2.23) gl' wy = W; : ]

17 Weltételezziik, hogy n kdtdth specidlis feltételeket a benniik szerepld vAltozodklal
azonosan 0-val ki lehet eldgiteni, més széval: a szektoroknak meg van engedve, hogy az
ellatési feladatot kizérélag szabad importbodl fedezzék.

9 A Matematikai Kutaté Tniézet Kczleményei VIL Bfd, . 5
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Egészitsiik ki a fentieket a p,; < R, ¢ =1, ...,7;j =1, ..., n) feltételek-
kel, tovabba a (2.20)-ban szerepld bsszes kizponti viltozdkra vonatkozé nem-
negativitdsi feltétellel. Legyenck megengedettek azok a kozponti progra-
mok, amelyek az igy nyert

n
(2.24) Pﬁ:=§?’ji:+th§:R1‘r» t=1,...,n

i

S t=1,...,7T,
(2.25) = w, =W,

i=1
(2.96) 2w =0,..., D20, wy=0, i=1,...n

kozponti feltételrendszernck eleget tesznek.

Jeloljiik roviden a (p;;, wy) szimbélummal a (2.18)—(2.21) alaku koz-
ponti programot. Adott (p;,w;) esetén az i-edik szektorfeladat primél
alakja (1.10), illetve (2.12)—~(2.17) alapjin a kovetkez(:

e ; .
nl:iepr n,-‘P n‘[ml" iny

iy
(2.27) e — 20 + 3o+ 2ol 2 pus

ngerr ninv

(2.28) 3 e+ 2 aipiolt’ < pys

i=1..,i—14i4+1,...,%;
nyerr nin? '

(229) 2 W ol + 2 M ol S wus ;

rfeer n§<e nimll niny

(2.30) 2 i — g zid + % 2 -+ gﬁfi‘:"w}?"éﬂw t=1,...,T

T [ nieer ni“‘ nl{mn n%nv
[ePT 4.repr EXP peX NP qlm inv inv
2 31 2 | 2 a2 aBRagp + > alp xiktp] + 2 afaly < by,
(‘- ) t=1 = k=1 k=1 k=1
S = 1, .-y mf
T = 0 2P =0 a2 0 TR =0
(232)lk=1,...,2"; Lk=1,...,28%°;, k=0,1,... 0™ k=1,...,2"
t=1,...,T
T nfx.l) némp nljnv
EXD pmEX N imMp i i
(233) 2| Z o+ 2 ol |+ 2 oY ol > max!

A feltételek kozgazdasigi tartalmuk szerint kdzponti és specidlis szektorfel-
télelekre oszthatok. A (2.27) alatti kozponti feltételek azt fejezik ki, hogy az
i-edik szektornak minden idészakra meg kell oldania a kdzpont altal kitizott
elldtdasi feludatot: a t-edik id8szakban legaldbb p,; mennyiségfi ¢-edik terméket
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G ie. A (2.28) alatti kozponti feltételek megadjak mindel,l idc’i’-
lsi:;ifal‘oi:ézre&tsgéi ter(mékl?e az z'-edﬂ? termék g}ﬁéﬂité:_séhoz felhasznajﬂl’a.to
anyagkeretet: a {-edik idGszakban a j-edik termékbdl legfeljebb pyy rr}enny{seget
hasznalhat fel az i-edik szektor. Végil a (2.29) _alattl _kgzpontl felteteIe:k
megszabjik az i-edik szektor munkaerdkerelét minden 1doszal§ra:: a t-edik
idészakban legfeljebb w;, munkaers 4ll az i-edik sz’ektor’ rendelkezésére. A(2.30)
alatti feltételek az i-edik szektor EXternfkﬁﬂ?{iof feltételei, a (2.81) alatti fel-

telek pedig a kotott specidlis szektorfeltételek. )

¢ "Je%)éljegn,-,-t a {2.27) gla,tti, 7 8 (2.28) alatti w; a (%.2})) al:aj;jzl, Oy @ (2.?0)
alatti, o, pedig a (2.31) alatii feltételeknek megfeleld arn}’rekara.!:. Ekk(il’ b&
(p4j1> wy) kOzponti program melletti 7-edik szektorfeladat dual alakjit az alab-
biak szerint frhatjuk fel:

n m; .
repr s NP 1)+ gP
) Ifo — 7y + 2 SR R 0 521 aish 02 0 .
= =

(2.34) . =
1, ... w00 t=1,....7T

mi
ex] exp
— Qi -+ T T 21‘ i Ois = Ciky
R

(2.35)
E=1,...,2%% t=1,....,7T
(2.36) Qi — TEiit _.2_ Gifg}p; {—= ]., ey T .
g
i imp
(2.37) Qi — M + g; a5 Cis 2 Cikt
b=1,...,2/; t=1,...,T
: oo v
i N A i v i
W (0s — ) + 2 gifhe gy - Ml @y - % @isk Uis = Cik
(2-38) j;: s=1
k=1,...,2™ i=1...,T
=0
(2.39) {9”;0 j=1 n}tzl’ I 0,20, s=1,...m
Tpjt = =5L :

A primél-dudl alakot egyiitt tintettik fel az i-edik szektorfeladat
Lanonikus elrendezésében. Bgy Ax < b, X 2 0,’ X ma,x!’ (prlmal),
yAzc,y =20,y b~ min! (dudl) alaki linedris programozasi feladat

g*

o
w
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kanonikus elrendezésén a

o |IA

(2.41)

IV |~
n‘-

tablazatot értjiik. Az i-edik saektorfeladat kanonikus elrendezését

x;|<

(2.42) . yi | A¥| u¥
yi |A7| b;

= |«

alakban hozzuk. A TEI feladat kanonikus elrendezését ebbél

X o...oxX, | =
y*|Af ... A% b
yi|Ai O |bf

(2.43)

o...
Ro

yolo  AS

=|c ... ¢

alakban &llithatjuk el§.

A fent leirt modellben érvényesek az alibbiak (részletes bizonyitasukat
az olvaséra bizzuk).

‘ I. A (2.12)—(2.17) alatti konkrét TKT feladat a (2.1}—(2.11) feltételezé-
sek mellett megoldhaté. (Létezik megengedett TKI program, pl. 2P =
=Gpnt=1,....T;i=1,...,n, atshhi viltozé értéke 0; a TKI célfiiggvény
korlatos; ebbél az 581. oldalon szerepld 10 labjegyzet alatt idézett tétel alapjin
a fenti 4llitds kovetkezik.)

IT. A megengedett kézponti programok értékelheték és a megengedett
TKI programok halmazdnak nemiires konvex poliedrikus generatorhalmazat
alkotjdk. (Az #P = py, £ =1,...,7; tobbi i-edik szektorviltozé dridke
0, ¢ =1, ..., n vilasztdssal minden megengedett kézponti program mellett
létezik minden szekforban megengedett program. (1.15) alapjin ebbél a meg-
engedett kizponti programok értékelhetésége kovetkezik. A tobbi trivialis,
illetve az (1.19) utdni konstrukei6 egyszeri médositéssval igazolhatd.)

II. A megengedett szektordrnyékarrendszer-egyiittesek értékelhetsk.
(A megengedett kozponti programok halmaza korlitos: ebbél a 19 labjegyzet
alatt idézett tétel alapjan az értékelhetdség kivetkerik.) '

A fenti tulajdonsigok egyiittesen azt jelentik, hogy a konkrét TKI
feladatbél szérmazé poliedrikus jaték reguldris és {gy alkalmazhaté a konkrét
modellre az 1. részben kidolgozott iterativ eljirés. Ebben az csethen az iters-
ciés szakaszok I. lépésében felléps kozponti programozés igen egyszertien,
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szimplex-algoritmus alkalmazdsa nélkiil végrehajthats. Adott (ijes Oipy Oty 0y)
drnyékarrendszer-egytittes (1.36) alatt értelmezett regularis értékelése,
tehat a vele szemben optimalis (p¥, w§) kozponti program meghatérozésa

ugyanis a
n
Piit= _.?.]a‘ P+ Qi=RB,; i=1,...,n
j
>
‘ W
(2.44) = va=W

!

Pipz0 i, j=1..,0;, wy=20,7i=1, ...,n
T n

t=1 {=1

n
_21 it Pt — iy Pju -+ @y w:’t) —max|
T
linedris programozds megolddsdt jelenti. A feladat (n + 1)-7 szdmt. fig-
getlen , mikroprogramozassé” bomlik, mégpedig:
A} az i-edik termék ¢-edik id6szakra vonatkozd ,optimélis” eloszlasdt
megadd

n
Pur= % P+ Un = By
I ‘

(2.45) P20, j=1,...,n

n
,2{‘ it Pjit — gy Py~ max !

L i=%i
programozéasokra (1 = 1, ...,n; ¢ = 1, ..., T), tovdbb4 a munkaerdkeretnek -
a t-edik iddszakra vonatkozé ,,optimélis” elosztdsdt megadd ‘

n
.‘_y_l- Wy = FV[
-
(2.46) w20, t=1,...,n

n
> wpwy—~—>max!
=t

programozisokra (¢ = 1, ..., T'). Trividlisan belathat6, hogy (2.45) egy meg-
olddsa a kbovetkezs: ha jy( = ¢) jeloli azt a (legkisebb) indexet, amelyre

(2.47) it = Togp = MAX AT p0, + 3 Ty g0 Tigaigs ++ o> Tonie)

teljesiil, mds széval a jr-adik szektor i-termékre vonatkozé anyaglkeret-
arnyékira a legnagyobb a ¢-edik idészakban, akkor

Qus ha @i < 7y

2.48 ‘ 5 &
( ) Pii { Rff s ha TTp = it

a
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és
0, ha &y < my;
(2-49) - pﬁ:ﬂ = { i_ " i
R, —@Q:; bha 7y=my

(2.50} Pa=0, ha j=4,, j5i, 1=j=n.

(2.46) egy megoldisa pedig az aldbbi: ha 7, jeloli azt a (legkisebb) indexet,
amelyre

(2.51) . 0y = 4 = max {®y. ..., Op)

teljesiil, més széval az 4,-adik szektor munkaerSkeret-drnyékara a legnagyobb
a f-edik id&szakban, akkor

(2.52) wi — | W ha i=i .
0 ha 154, 1<izn.

Az igy nyert megoldésokhoz tartozé maximélis célfiiggvények Osszege, tehat

a (2.44) alatti linedris programozds maximalis célfiiggvényértéke a kovet-
kezd:

. T( n
(2.53) > {2[(5-& — Ayt ( By Qu) — 7y r‘{] + . W:} .

t=1 i=1

(Ttt és a tovAbbiakban is tetszGleges « valés szémnil ot = max {a, 0}.)

A fentiek el8rebocsétdsa utdn ratériink a konkrét modell: a hosszilejdrati
makroskondmiai tervezési feladat 1. részben adott iterativ médszerrel vald
megolddsanak leirisira. Az aldbbi pontban a szdmitdsok részletes menetét
adjuk meg abban a formaban, ahogyan azt szamitégépekre lehet programozni.

22 A 5-0ptixﬁﬁ]is programot szolgéltaté itericié menete
Az iterdcib kezdete elStt

A EOZPONTI MEMORIABAN TAROLT ADATOK
8 ... a kozelités valasztott pozitiv hibakorlatja

# ... a szektorok szdma

T ... az id8szakok szdma

Qy ... az t-edik termék extern fogyasatisa a f-edik id8szakban;

(2.54) i=1,...,nt=1...,1

R, ... az s-edik termék extern korlitja a f-edik id8szakban; ¢ =
=1,...,n¢t=1,...,T

W, ... a t-edikid&szakban rendelkezésre 4116 munkaerdkeret; £ =
=1,...,7.
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AZ i-EDIK SZEKTORMEMORIABAN TAROLT ADATOK (i=1....,7)

A; ... a szektorprogramozds mitrixa odik szektor-
| by ... a specidlis szektorfeltételek az 1-edlx 576 tmﬁ,k 1t
(2.55) korlatjaibél 416 vektor programozas meiekens |
¢! ... a szekbor-tevékenységek J kanomkus’elrendezesebol
' devizahozamaibél 4ll6 vektor leolvashaté konstansok

#
1. SZAKASZ
1. lépés (kizpont). Tetszéleges'® (p;;, wy) megengedett kozponti program
kivilasztasa. Megfelel példdul az alabbi:

?EB‘—“R“
B—0Q |liz1. =
(2.58) = =0 =pP = == :,:—-ld t—l’ ,
wip = Tt

Meméridban: (2.54) és {2.56).

II. lépés (kbzpont). Az 1. szakaszban definiciészertien

(2.57) Pl = 138:), j=L.,n]i=1..,n
wi(L> wip b1, T.
Az 7-edik szektornak (i = 1, ..., #n) lekildi a
® § —
(2.58) {Y’fﬂ(l% i=1l..,n }t:l,...,T
wh{1>

kézponti tervszdmokat. Meméridban: (2.54) és (2.56) [=(2.57)].

III. lépés (szekiorok). Az i-edik szektor (i = 1, ..., n) kitolti a (2.58) ada-
tokkal standard elrendezésének megfeleld rovatait és szimplex-eljirdssal meg-
oldja a duélis szektorfeladatot. Ennek sorén meghatdrozza a (2.58) adatok
melletti optimdlis

(2.59) 2D, ..., 7l of, t=1,...,7T
(2.60) e t=L...T
o, s=1,...,m

arnyékdrakat, a dudlis célfiiggvény minimdlis értékét, a

o =

2.61) z < <
( = 52; {th o — ph ﬂ%’ + Z;Pi}'t L ﬂf}f’ + w1 mf}) + g bis 0'%)
= i= ) =

J#
18 Mivel itt a megengedett kozponti programok halmaza korlites, Us=U.

(Vé.: (1.36)).

#
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szektoroptimumot, tovibbé ennek ,,specidlis komponensét”, a
T m;
(2.62) DO = X By oP + 3 b0l
=t 5=1

mennyiséget. A (2.59), (2.61) és (2.62) alatti mennyiségeket felkilldi a koz-
pontnak. Memdéridban: (2.55), illetve a fenti szdmitdsnal haszndlt szimplex-
tibla, tovibba a kapott optimdlis bézis.

IV. lépés (kozpont). Az 1. szakaszbeli alsé optimum, azaz

n
(2.63) P L= 3P
i=1
ézé,mitésa, utdn az 1. szakaszban definicidszeriien a ,kevert’” arnyékiarak:
(2.64) aiy==% 4i=1,...,n; t=1,...,T;
(2.65) o> =0f d=1,...,n; t=1,...,7T;

tovabbé a ,kevert” specidlis szektoroptimum-komponensek:
(2.66) B3 (1) = D i=1,...,0
Memdridban: {2.54), (2.57), tovabbd (2.63), (2.64), (2.65) és (2.66).

®
* *

2. SZAKASZ
I. lépés (ki)‘zpont).'

I/1. Minden ¢re és fre (¢=1,...,n; £=1,...,7) (2.64)-bdl a
a1y, ..., 75(1) drnyékdrak kivdlasztisa. A :

(2.67) it {1 =7 {1 = max e (1>

feltételnek eleget tevd (legkisebb) jy(7) index kivalasztisa. A

(2.68) @ — {Q,—,, ha WD < w (D
* it — -
Ry, ha T (1> = ¥y (15
—y .
(2.69) PR = {0 - Ba WD < (D
By —@Qy, ha #% 1) = af; <1>
(2.70) PR =0, ha joq, j+¢ 1=jsn

mennyiségek kiszdmitdsa. : _
Ij2. Minden ¢-ve (¢ = 1, ..., T) (2.65)-b6l az w¥{1), .. ., wf (1) drnyék-
arak kivdlasztdsa. Az

(2.71) Wl (> = @1 = max (o (1), -, 0k (1}
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feltételnek eleget tevs (legkisebb) ¢, index kivilasztdsa. A
Wt! 113.: 'i = ’b.ﬂ

(2.72) w = . .
0, ha ik, 1=i=n

mennyiségek kiszamitasa.
1/3. (2.67), (2.71) és (2.66) alapjén a 2. szakaszbeli felsS optimum kisz4-
mitdsa: :

Ijd. Az eddigi legkisebb fels§ optimum kiszdmitdsa: itt definiciészertien
(2.74) DHE {2y = D* (2). '

1/5. Kontroll: a (2.63) alatti alsé ériékkel #sszehasonlitva a
(2.75) p* 1y < **(2)

egyenlStlenségnek kell fennallnia.

I/6 : 1. eset: @**(2> — p*{1) < § esetén az iterdcid ledllitdsa. Utasitds
a szektoroknak: a memdéridjukban 8rzoth szimplex-tabla és optimdlis bézis
felhasznalasaval szamitsik ki a (2.59)—(2.60) alatti dudl optimalis valtozdk-
nak megfelel§ primal optimélis szektorprogramokat.'? Ezek egyiittese a fel-
adat d-optimélis megolddsa. :

I/6 : 2. eset: O*(2) — ¢*{1>> 08 esetén kovetkezik a IL. lépés.
Meméridban: (2.54), (2.57), (2.63), (2.64), (2.65), (2.66), (2.68), (2.69),
(2.70), (2.72) és (2.74).

I1. lépés (kbzpont). A ,,kévert” kozponti program elkészitése:

1 1 . Do
[ 802> = S o<ty + 22 j=1...n] i=1,.. %

(2.76) ! ]
lw:§<2>=Twﬁ (1)—[—510(,%) t=1,...,7T.

Az 7-edik szektornak (i =1, ..., #) a

P2 j"=1""’”}t=1, T
wii (2

(2.77) {

1 A szimplex-tdbla ,,z-rovatabol” a kitolidé vAltozélknak megfelelé helyeken az

" optimélis szektorprogram komponensel megtalfthaték. Lasd pl. 8. Karnn [9], 169—

170. oldalak.

i
-
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kézponti tervszamok l-ekiildése. Memodridban: (2.54), (2.63), (2.64), {2.65),
(2.74) és (2.76).

IIT. Iépés (swektorok). Az d-edik szektor (i = 1, ...,7n) médositja a (2.77)"

alatti 4 tervszdmokkal szimplex-tablajat, esetleg sziikséges vektoreseréklkel2?
eldallitja az 1j optimalis bazist és az @) optiméilis

(2.78) . 2B, w2, e, t=1,...,T
L 2y ¢ — ..
(2.79) ) Qif t ]., . ,T
: A s=1,...,m

arnyékarakat, az j

\ 9;(1,2) —

2.80 X z, . . <

(280 % [RH 0P — p¥ (2 + _2{ P (2> 23+ w2 w%ﬁ”] + g b 0P
E J: - =

: JFEL

szektoroptimumot és az 1j
T m;
(2.81) L BiD= T Ryof + Db 0P
t=1 s=1

specidlis szektoroptimum-komponenst. A (2.78), (2.80) és (2.81) alatti mennyi-
ségeket felkiildi a kozpontnak. Meméridban: (2.55), tovabb4 a fent hasznalt
szimplex-tdbla és optimdlis bizis.

IV. lépés (kbzpont).
IV/L. A 2. szakaszbeli alsé optimum,

n

2.82) - g* 2y = 2 g

, =
kiszdmitdsa. :

IV/2. Konfroll: a (2.74) alatti minimélis fels6 értékkel 6sszehason-

litva a
(2.83) ¢*{2) = DP¥*(2)
cgyenlStlenségnek kell fenndlinia.

IV/3 : 1. eset: @**(2) — ¢*{2> < & esetén az iterdcid leallitdsa. Utasi-
tds a szektoroknak: a memoridjukban 8rzétt szimplex-tébla és optimélis
bazis felhasznéldsdval szdmitsik ki a (2.78)—(2.79) alatti dusl optimélis
valtozoknak megfelelé primil optimélis szektorprogramokat. Ezek egyiittese
a feladat é-optimdlis megoldésa.

20 Lésd pl. Y. Suzoxr [23], 95—96. oldalalk.
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IV/3 : 2. eset: P*+(2) — p*(2)>0 esetén a

1 L1 y o
(2.84) n’f},(2)=;n’}},(1)—|——2—ngg hi=1,...,n;t=1,...,T
1, 1 . oL
(2.85) co}';<2)=5w}'§(1>+;wﬁ.§) i=1,...,n;t=1,...,T

,.kevert” arnyékarak és a . )

1 ; .
(2.86) Qﬂ(?):;@?(l}—l—;@?m i=1....,n
,Jkevert” specislis szektoroptimum-komponensek kiszdmitasa. Memdéridban:

(2.54), (2.74),.(2.76), (2.82), (2.84), (2.85) és (2.86).

. Y . (Y2 . Iheedik
Tegyiik fel, hogy az iterdciét még mem illitottuk le az (¥ 1)”ed1
szakasz tci?(;ge_'i.s\zs,'-séig, tehat az iterdcios szakaszok I/6, illetve IV/3 pontjdban
mindig a 2. eset &llt fenn:

(2.87) @** (k) — ¥k — 1) > & és D¥*Up — @* (>0, k=2, . .., N—1.
Ttt **(k> a k-adik szakaszig elért minimalis fels8 optimum:

(2.88) G (S = min {@* (2D, . .., O &) =23, ...
Az (N — 1)-edik szakasz befejezése utan

A KOZPONTI MEMORIABAN TAROLT ADATOK: (2.54), tovabba

(2.89) P (N — 1)

(2.90) PN =1y ij=1...,n;t=1...,T
(2.91) wh{N —1) i=1,...,n;t=1L...,T
(2.92) p* (N —1> .

(2.93) (N —1y 4j=1...,n;t=1...,T
(2.94) ol (N — 1> i= ,‘.‘.,n; t=1,...,T
(2.95) N —1) i=1,...,m.

AZ i-EDIK SZEKTOR MEMORIAJABAN TAROLT ADATOK (i=1,...,n):
(2.55), tovabba az (N — 1)-edik szakasz IIL. lépése sordn hasznélt szimplex-
tabla és optimalis bézis. :
.L\.T-EDT_K SZATKASZ

1. Uépés (kézpont).
I/1. Minden i-re és i-re f=1,...,n ¢t=1,...,T) (2.93)-bol a

N — 1, ..., @V — 1) drnyékarak kivélasztisa. A
(2.96) ¥y (N — 1) = a% (N — 15 = max N — 15

%
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feltételnek eleget tevd (legkisebb) j,(==7) index kivilasztdsa. A

(2.97) ot — [Qo ha T — 1) <af (VN —1)
. By ha #% (N — 1) 2 afy (N — 1)

T — % —_
(2.98) py={0 he BN D <af N 1)
By —Qy ha T (N — 1) = a% (N —1)

(2.99) =0, ha jjy, j#Fi I<jsn

mennyiségek kiszamitésa. ,
I/2. Minden ¢-re (¢=1, ..., T) (2.94)-b6l az ofdN — 13, ..., 0*(N—1>
arnyékérak kivalasztisa, Az ° :

(2.100) oy (N — 1y = BH<NV — 1) = max o}y (¥ — 1)

feltételnek eleget tovl (legkisebb) 7, index kivilasztisa. A
W,, ha 21=14,

(2.101) Wi = _ _
0, ha dé54, 1=<i<n
memityiségek kiszdmitdsa.
I/3. (2.96), (2.100) és (2.95) alapjén az N-edik szakaszbeli fels§ optimum
kiszédmitdsa:

B* (N
T n
(2.102){ = g{%[(ﬁ*u (N—1) —afy (N —1)" (By — @) —
— (N — 13 Q] + BN — 1 w,}+§@;?<w_1>.

I/4. Az eddigi legkisebb fels§ optimum szémitésa:
. (2.103) ** (N = min {@** (N — 1, @* (N} .

I/5. Kontroll: A (2.92) alatti alsé értékkel dsszehasonlitva a
(2.104) P*IN — 1) < D** (N>

cgyenlStienségnek kell fennalnia.

I/6 : 1. eset: P**(N) — @*(IV — 1> < § esetén az iterdcié leallitisa.
Utasitds a szektoroknak: a meméridjukban érzott szimplex-tabla és optimadlis
bézis felhasznélisdval szdmitsak ki az elézdleg kapott dusl optimalis valtozdk-
nak megfeleld primdl optimalis szektorprogramokat. Ezek egyiittese a feladat
d-optimalis megoldasa. :

I/6 : 2. eset: DF*(N) — p*(N — 1>>0 esetén kovetkezik a II. 1épés.
Memdridban: (2.54), (2.90), (2.91), (2.92), (2.93), (2.94), (2.97), (2.98),
(2.99), (2.101) és (2.103).
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I1. lépés (kézpont). A , kevert” kozponti program elkészitése: |

N—-1 1 . .
Ny = ’P’S‘f(N—"D—l—Fﬂﬂ)y:l,...,n i=1,...,%
(2.105) [ X
wh (N = = 0l — 1) o+ —wff) =1,
Az i-edik szektornak (=1,...,n) a
*, P11, ...
(2.106) Py i=1, Tleq,
. wi (N

kozponti tervszémok lekiildése. Memdridban: (2.54), (2.92), (2.93), (2.94),
(2.103) és (2.105). ‘

111. Iépés (szekiorok). Az i-edik szektor (1 = 1, ..., n) modositja a (2.106)
alatti 4] tervszdmokkal szimplex-tdblajat, esetleg sziilkséges vektorcserékkel
eléallitja az 1j optimdlis bézist és az 1j optimalis

(2.107) adD, ..., 2, oy b1 ...
(2.108) o t=1,...,7
G(iév) s=1,...,m

drnyékarakat, az 0j
T n
¢ = é [Rit ol — Pl (V) 2l + % Dt (V> ) -
(2.109) el
g
+ WKV o)) + 20,0,
§=
szektoroptimumot és az j .
T my
(2.110) DY = 3 Ry ol + J by o)
f==1 s=]

specidlis szektoroptimum-komponenst. A (2.107), (2.109} és (2.110) alatti
értékeket felkiildi a kdzpontnak. Meméridban: (2.55), tovabba a fenti
szdmitdsban hasznélt szimplex-tdbla és optiméalis béazis.
IV. lépés (kdzpont).

IV/I. Az N-edik szakaszbeli alsé optimum,

n
{2.111) PELNY = 3 o)
=1
kiszdmitdsa.
IV/2. Kontroll: a (2.103) alatti minimélis felsd optimummal - &ssze-

hasonlitva a

(2.112) §* (N < B (VY

egyenlbtlenségnek kell fenndllnia,.

ar
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. ' & iterdcié leallitdsa.
3 :1. eset. PN — p* (N> = 6’ esetén az iter ) litdsa
Uta.-si‘bIéYs/ 2 szektoroknak: a meméridjukban Srzots szimplex-tabla és _op{;m@lﬁs
bazis felnasznélésdval szdmitsdk ki a (2.107)—(2.108) alatti dudl OP"'Ii?t& 5.
véltozoknak megfeleld primdl optimélis szektorprogramokat. Ezek egytittese
a feladat 6-optimalis megolddsa.

IV/3 : 2. eset: O*¥*(N) — p*(N)> 05 esetén a
N—-1

y ! ), = s t=1,...,T
(2113) nﬁt(‘N>= n:lj:t<1\r - 1> _I_l{.r_n(:}\{) ?”?_1: P t ]-s ’

N—1

(2.114) %Ny = wﬁ(N—l)—}—ngv) i=1,...,m; t=1,...,

,kevert” arnyékarak és a

N—1 1 o .
PIYN — 1) -} — P i=1,...,n
I i < >+N ; 7

4

(2.£15) B} (N =

,kevert’” specidlis szektoroptimum-komponensek kiszémitésa.
Meméridban: (2.54), (2.103), (2.105), (2.111), (2.113), (2.114) és (2.115).
Ezutén kovetkezik az (N + 1)-edik szakasz, 6s igy tovibb.

2.3. A modell & a szamitdsi eljards kizgazdasigi tartalmirél

6 Aol ¢ alj liinket.
z aldbbiakban kozgazdasigi szempontbol ]forx}mentaljuk mode 1
"'.Eg'yréls&zt megkiséreljiik kgzgazdasé,gﬂag il}te:rpret&lm & rgode]l nleha,ny Eggﬁ:
sat, tulajdonsidgat. Mésrészt fe}llv?ﬁnk’ I:Eehalnlzallzggg:ég:t,_ amely a m
§ paraméterek meghatarozasava s, y
ben Si?rifﬂll(l)t 1::%lf;;;v’ezetés]oen I%é;r emlitettiik, a ];étszintu tervezés f’enfil mod-
szerének kidolgozdsira a szocialista gazdasagi g-y:a,korlatban' tény esgzeesgl}
fennallé oda-visszatervezés adta az alapstletet. Eljarasunk még egi;}f_ srem
pontbél imitdlja a tervezés szokisos gya,korl'ata,t. Rendsze’zreﬁgn. meg ]c;rkazlé:
hogy a kozpont bizonyos direktivakat ad az a,g’azatokna,k esd etn 3,1;115} bule-
s6t: milyen gazdasdgi limlatékoilysiuggal lc;ldh?]jio meg 0.a;L Zf;;as.ézo.s vl argn kol
ilonbtzé — Lkozpontilag elbirt szerkeze — 8 ) Sag]
‘]sgzu;::)n%?kal” fejezikpki te\gékenységﬁk hatékonysagit. Modszexil_l’r&: egysf(igsg
rendszerbe foglalja ezt a ,,visszajelentést” : az agazatok az e‘]aras mzlésbél
lépésében egyfajta gazdasigossagi muta,to§zamokat — a Pgigralil’?direk—
nyert 4rnyékarakat — jelentenek vissza a ]'{ozpontna,k,a;z onné t?J]EO‘ dirol-
tivak értékelésére. Ugyanakkor egyes 1pa,ragq,kb%n mér ma]ierlilie(bi 11 ag Esé,]%oz
mozési médszereket is haszndlnak az'é,ga?atl n’xeretu terve s 1’ogl 28 thoz.
E programozési modellekben a korlatozo feltételek jobboldalan dj?vlot’ on-
stansként szerepelnek egyes, az Orszagos Tervhivataltol ka,pgttk ei-'( ;v k:
a kiboesatasi tervfeladat, erdforrds-korlatok s1’:b. E progrg,mogaséodva os1 egn%l !
sugalljak a gondolatot: az dgazati programoza§01_{ eredntffany:elt ti1;' glji}elsgtivék
ssszehasonlitani és felhasznélni a népga,:zda,sag1 tervbél atve dnje vak,
keretszamok javitdsira. Eljdrdsunk hivatasa: sz"erv‘ezetﬁ formét g,t alfoi-r 5(;]{-
ssszehasonlitisoknak és az ezek alapjan 1’361.:1331}0 nukrpokonomla,; ervk role
ci6knak; szervesen osszekapesolni az iparagi szinten végzett programozasokat.

1—(.
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2. Mit fejez ki kozgazdasigilag a szektormodellek dudlis feladatdnalk
célfiiggvénye? Tegylik fel egy pillanatra a kévetkezbket: a kdzpont valéban
olyan ,dron” adja a szektornak az erforrdsokat, amilyen srnyékarat a szektor
visszajelent s ugyanakkor megkoveteli a szektortél, hogy ne legyen veszteséges.
Ha a szektor tdl magas, ,rézsaszinl” drnyékérat jelentett vissza (példdul
azt allitotta, hogy a létszdmkeret emelése nagyobb tébblet-hozamot biztosit,
mint amennyire az optimélis program szerint valéban képes), akkor a szeltor
veszteségessé vdlna. A korlitok adrnyékdrakra tiorténé értékelésének mini-
malizélésa, mint a modell optimalizélisi kovetelménye, azt fojezi ki: 6vakodni
kell a szektor feltételekben korlatként szerepld kozponti direktivik mdédosité-
sdnak, a médositas révén a célfiiggvényben mutatkozé hatdsnak a ti#lértéhelssé-
t6l. A dualis eélfiiggvény minimalizdlédsa az 6vatossig, a felelGsségteljes mérték-
tartds attitiidjét fejezi ki a visszajelentés keretében adott gazdasigossigi
mutatdszamok meghatérozdsanal,

8. Figyelemremélté, hogy kozgazdasigilag vedlisan interpretalhato
a modell jdiékelnéleti jellege is. A helyzet ugyanis eredetileg is mutat bizonyos
analogidt a stratégids jitékokkal. Mindkét fél rendelkezik bizonyos informé-
cickkal, de nem hozhat egymaga teljesen megnyugtaté dontést, mert ehhez
ismernie kellene a masik fél informaciéit is. A kézpontnak nagy az dttekintése,
de nincs részletekbe mend ismercte azokrél a sajétos probldmakrél {példaul
az egyes szektorokra jellemz8 miiszaki és kéltségadatokrdl, a szektorbeli valasz-
tast korldtozé specidlis feltételekrsl sth.), amelyeket a szektorok osszessége
ismer, s megforditva: a szektorok sok részletet latnak, de nines 4ttekintésiik
azokrél a nagy osszefiiggésekrdl, amelyek csak a kozpont el6tt lehetnek
vildgosak. Akarcsak a stratégids jatékban, a kialakuld szitudeié mindkét félen
miilik, Mind a kozpont, mind a szektorok tisstdéban vannak azzal, hogy a mésik
»»fél” intézkedései is nagy hatdst gyakorolnak a helyzetre. Ilyen koriilmények
kozott mindkét fél a széméra viszonylag leginkdbb megnyugtaté stratégist
keresi. Bz a stratégia a jaiték minimax-megoldésa.

Modellinkben a jétékelméleti megolddsként alkalmazott minimax-
stratégia clfogadésa a kovetkezdket jelenti: Tegyik fel, hogy a kézpont
»mindenttudé”; rendelkezik mindazokkal a specialis részlet informacidkkal is,
amelyeket rendszerint csak a szektorok ismernek pontosan. Ebben az esetben
(eszményi szdmitdstechnikai lehet8ségek mellett) egymaga, kozpontilag kidol-
gozhatnd az optimélis népgazdasdgi programot (az optimalis TKT programot).
Az igy meghatdrozott programhoz meghatirozott célfiiggvényérték, optimilis
népgazdasagi hozam (TKI optimum) tartozik.

Ha azonban a kozpont (modellinkben esakigy, mint a valésdgban} ,
hidnyos informécié miatt képtelen egymaga, a szektorok kozremiikddése
nélkil meghatdrozni az optimdlis népgazdasdgi programot, akkor a nép-
gazdasigi hozam kevesebb az optimalisndl. A szektoroktol , fiiggetlentl’”
hozott dontés kivetkeztében tehit relativ veszteség 1ép fol; a kozpont a veszte-
ség csbkkentésére torekszik.

A mésik oldalon: a szoktorok képtelenek snmaguk, a kozpont irdnyits,
sszehangol6 tevékenysége nélkiil eljutni az optimdlis népgazdasigi program-
hoz. A kézponttél ,,fiiggetleniil” hozott déntés esetén sziikségképpen hibés
értékelést adnak a nekik juttatott ersforrdsokrol, keretekrSl. Tegyiik fel
ismét egy pillanatra (mint mér kordbban a duslis célfigevény értelmezésekor
feltételeztiik), hogy a szektorokkal , biintetésképpen” megfizettetik a nekik
juttatott eréforrasok, keretek tulértékelésébél szérmazé tobbletet. A hibés

»
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értékelés, azaz a hibds drnyékrendszer ilyen koriilmények kozott stlyos veszte-
séget jelentene a szeltoroknak. A szektorok ezesetben nyilvan arra torekszenek,
hogy ez a veszteség minél kisebb legyen.

Amint latjuk, mindkét oldalon egyfajta relativ veszteség csokkentésére
torekszenek: a kozpont arra, hogy mindl kevéshé maradjon el az optimalis
népgazdasigi hozamtdl, a szektorok pedig arra, hogy minél kevéshé 1épjék
4l az optimalis értékeléseket. A minimax megoldéshoz akkor jutnak el, ha
mindkét félnek sikeriilt ezt a relativ veszteséget kikiiszobolnie.

4 A cikkiinkben szerepld 3. tételnek megfelelden a konkrét modellben
az Arnyékérak meghatérozott egalizdléddsi tendencidj 16p fel. Elbszor: egaliza-
16dik ugyanazon fermék azonos id4szakra vonatkozé keresleti’” drnyékira
a killonhozé szektorokndl, valamint a termék , keresleti’” és , kindlati” arnyé-

kéra is (tehdt a My - - - Tionie TidLit - Tay 65 8 Ty édr-nj’r'éké;rak).
Mésodszor: egalizdlddik a killonbozb smektoroknak ugyanazon iddszakban
juttatott munkaer8keret drnyékdra (tehdt az @y, .. - On srnyékaralk).

Tz a tendencia teljesen megfelel a . welfare-economies” ismert optimum-
feltételének, amely szerint azonos erdforrds margindlis hozadékénak fel-
hasznalisa kiilonbozd teriiletein egyenlnek kell lennie.?

Az egalizdlédasi tendencia az azonos id&szakra vonatkoz6 srnyékarakra
érvényesiil. Erdemes lesz tanulményozni az egymaést kévetd idGszakok Arnyék-
4rainak ardnyait is, mert ezekbdl meghatérozhaté a termékenként kiilon-
bozé és idSszakrél-idszakra valtozd ,,diszkontratdk” egyiittese.

— e

Hasznos lesz tanulményozni az egalizdlédas folyamatat, az arnyékér-‘
rendszerhullémzésit az iterdci6 sordn. 1o megfigyelés sok mindent feltarhatanép-
gazdasigl terv biztosabb, mis tervelSiranyzattol viszonylag fiiggetlenebb,

_S a Inas tervelfiranyzatoktoél erSsebben fiiggd részeire vonatkozdan.

5. Mint emliteftiik, modellink gazdasagpolitikai adatait a ,,hagyomanyos

-

médon” kidolgozott eredeti tervbsl vessziik 45, Ezen tilmenden, ezt az eredeti .

tervet valassthatjuk az iterdcid kiindulé programjaként. Az iteracit els 1épései-
b6l kitiinik majd, hogy az eredeti terv redlis-e? Amennyiben a szektorprogra-
mokban megjelennek fiktiv (nem rodlis szabad import) valtozék is, gy az
eredeti terv nem volt egyensilyban — s a , kétszint(i tervezés” tovabbi 1épésel
hozzék egyenstilyba. Amennyiben azonban a kétszintii tervezés soran a késGbbi
lépésekben nem sikeril a fiktiv valtozdékat kikiiszobdlni, ugy ez arra figyel-
meztet: a gazdasdgpolitikai adatokban ellentmondéas van. ‘

A, kétszintll tervezés” ilymédon moédotb ad az eredeti terv Eritikus
feliilvizsgalatra, esetleges ellentmondésainak -felismerésére, kijavitdsara.
Ahogy kozelediink a kozponti direktivik arnyékérainak egalizdlédasahoz

- (tehat pl. a @ extern fogyasztis TK1 drnyékarainak meghozelitden pontos

ismeretéhez) ugy nyerimnk tovabbi informécidkat az eredeti tervbol atvett
gazdasigpolitikai adatok kritikai értékeléséhez.’ (FL annak eldéntéséhez,
Sem lenne-e célszerti az extern fogyasztds mas szerkezetéb6l kiindulni.)

6. Egy mésik silyos probléma, amelyet szintén csak megemlithetiink:
o tirsadalom idébeli preferencidinak kifejezésre juttatisa a modellben. Ezt
részben megkeriiljiik azzal, bogy minden idészakra eléirjuk az extern fogyasz-
tast (természetesen gy, hogy az id@szakrol-idSszakra novekedjék, a szerkezeté-
ben a szitkséges médon véltozzék). Nem kézémbbs azonban, hogy aprogramozas
eredményeképpen jelentkezd t5bblet-hozam mikor meriil fel, kordbban-¢ vagy

T Lasd eredl pl. P. A. Samurrsow [22] és A. P. LurxEr [16] mivet.
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kés6bben. Célszerii lehet tehét nem egyszerdien az osszes hozamok Osszegét
maximalizalni az egész tervperiédusra, hanem azok valamilyen diszkontalt
Osszegét.

A mésik nehéz kérdés a tervperiddus véges voltdval figg dssze. Modelliink
fent leirt szerkezete azzal a veszéllyel jarhat, hogy csupan olyan beruhdzdsokat
irdnyoz majd el6 a program, amelyek hozama még a tervperiédusban jelent-
kez1’l’i, s nem biztositjuk az dtmenetet a tervperidédus utini iddszakra. A kérdést
ebb6l a szempontbdl csak a végtelen idGszakra vonatkozé tervezés oldané
meg, arpelyre azonban més meggondolisok — féképpen a numerikus adat-
n}eg,hsb'tarozéssal kapesolatos nehézségek — miatt egyelére nem akartunk
rétérni. Eppen ezért, megkozelitésként, agy is mondhatnink: kompromisszum-
ként, a kovetkezd megolddst vilasztottuk:

) Az” extern fogyasztds, Q, sziikségletei kozé bevesszilk az tgynevezett
,,a,t{neno beruh:e’nzé.sok”, a tervperiédus utdni iddre 4thazédd beruhdzési
tt—;:ygkenységek igényeit is. Az erre vonatkozd becsléseket, més tampont
hijin, ugyancsak az eredeti tervbél vessziik 4t. Tisztdban vagyunk e megoldds
problematikus vondsaival, s ezért a kérdést tovabb vizsgéljuk.

e Kf)qkrét modelliink egyik legproblematikusabb vonasa: 2 célfityguény
koz_gazda,sagl tartalma. Inkébb csak példaképpen szerepel az itteni leirdsban
a,’kulkereskedelmi mérleg optimalizélésa mint optimum-kritérium. A problémaé-
r6l tartott magyarorszagi vitakban felmeriiltek més elgondoldsok is. Pl. az
o:’sszmun};a,ra,_fordités minimalizalésa. Vagy: az adott szerkezet(i extern fogyasz-
tas maglma!lz.é.lésa.zz Mindkét esetben a kereskedelmi mérleggel kapesolatos
gazdasagpolitikai eléirinyzatokat a feltételi rendszerbe kell beépiteni.

Fhk.kiinkben nem kivanunk ebben a kérdésben hatdrozottan alldst foglalni;
ez még sokoldali elméleti és gyakorlati vizsgilatot igényel. Mindenesetre az
elsd, klslérletl szamitésoknél célszerti lesz parhuzamosan tobbféle célfiiggvény-
nyel szémolni, s az eredményeket egyiittesen elemezni.

Befejezés

‘Mint az 1.3 szakaszban mér emlitettilk, e dolgozat keretében nem foglal-
kpztunk azzal a kérdéssel, hogyan lehet alkalmazni az 4ltaldnos modellben
kidolgozott felbontdsi és iterativ megoldasi algoritmust 4ltaldnos linedris
programozasi feladatokra. Evvel a kérdéssel LipTik T. sajté alatt levé [18]
dolgozata foglalkozik. Ugyanitt talilhaté a médszer 4ltaldnositédsa nemlinedris
esetekre is. ,

Vildgos, hogy ha valamilyen konkrét modell adott felbontdsa megfelel
az 1. részben szerepld feltételezéseknek, tehdt az eredeti linedris programozisi
feladat megoldhatd, 2 belSle szdrmazé poliedrikus jaték pedig reguléris, min-
den tovabbi nélkiil alkalmazbat6éva vilik az eljards. Ez a helyzet példaul
akkor, ha az eredeti feladat (1.1) alakd kanonikus formajaban az A métrix
és a b vektor nemnegativak. Tetsz8leges felbontds utan az dsszes értékelhetd”
kozponti programok halmaza egy pozitiv ortdnsban fekv8 korlatos halmaz,

= Ezt o célfiiggvénytipust javasolja [10] kényvében L. V. Kanrorovics. Ha a
gy ardnyok fejezik 'ki az extern fogyasztés szerkezetét e ¢ iddszakaszban (g, =0, ¢ =
=1 ..M g+ - T au= I; ¢ =1,...,T), akkor konkrét modellink TKI alale-
jit, majd ennek megfelelden a tobbi alakot is ugy kellene médosttani, hogy (2.12)-ben
Qp helyett g;J, szerepelne (i =1, ..., n;¢ =1, ..., T), (2.17) helyett pedig A,J; + - ..
ve. -+ ApJp — max! ahol % alkalmas diszkontdlo tényezd (¢t =1,...,T).

10 A Matematikni Kutats Intézet Kozleményel VIL Bfd. .
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a keletkezd poliedrikus jaték tehat regularis. A kézponti programozis (2.46)
alaki fiiggetlen részprogramozasokra esik szét, amelyek mind (3’ maximélis
szektordrnyékar kivilasztasdval) trividlisan megoldhatdk. Lényegében ezt
az észrevételt hasznidltik fel a [19] dolgozatban, amelyben az 4ltalénos itera-
tiv eljdrist a magyar pamutszévet-kivitel rovidlejarati optimumszamitasara
alkalmaztik. Hasonlé alkalmazasi terilletként kindlkozik a regiondlis tervezés
problémaja: itt a szektoroknak egy-egy foldrajzi régié felelne meg.?®

Befejezésiil réviden dsszefoglaljuk a kétszintl tervezés médszerével kap-
csolatos kutatésaink tovébbi iranyait:

1. Matematikai, szdmitdstechnikai vonatkozasd kufatdsaink elssorban
annak tisztazdsira irdnyulnak: hogyan lehetne a , kétszintli tervezés’’ soran
2 konvergencidt gyorsitani. Ezzel kapcsolatban numerikus kisérleteket vég-
giink. Kiilon tanulményozasra szorul, vajon a konkrét modell esetében nem
haszndlhaték-e fel a konvergencia gyorsitdsara egyébként rendelkezésre allo
kozgazdasigi informéciok.

" 2. A numerikus kisérletek kozben megkezdddétt a konkrét modell
gyakorlati alkalmazdsinak el6készitése. Az Orszdgos Tervhivatal ezt a médszert
is fel akarja hasznélni a tévlati makroskon6miai tervek jobb megalapozasara.
Természetesen hangstlyozni kell, hogy e szdmitisok ma még csak kisérleti
jellegliek; a tudoményos kutatéds stAdiumiban vannak, s csak fokozatosan
vélhatnak a tervezés dllanddan alkalmazott eszkodzeivé.

Bizunk abban, hogy a-szamfitéstechnikai problémék megoldisa utén
-a~mé6dszer széles korben keriilhet alkalmazasra.

(Beérkezett: 1963, 1L 27.)
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[UIAHUPOBAHUE HA JABYX YPOBHAX: _

MOJEJHh U3 OBJACTHU TEOPUM WP WU UTEPATHBHBIHU PACUET-
HbII METORX K PEHIEHHIO [IEPCIIEKTUBHBIX 3A0AY HAPOIHO-
X034dMCTBEHHOI'O MNIAHUPOBAHHSI*

J. KORNAI u T. LIPTAK

Pestome

C nmomolLK XOpouo H3BECTHOrO aJiropuTMa CHMIJIEKCHOT'O METONa HJIH

" BLipaGOTAHHEIMH JI0 HBIHEIUHEr0 BPEMEHH cnocoGamu pasnoycenuss (DANTZIG

¥ WoLFE [2], [3]) sajauu MiHEHHOTO MPOrpamMMUpOBAHI B maciurabe Hapom-
HOTO XO3SHCTBA, TPHTOIHEE K DENICHHIO IpoGiem NepeleKTiBHOre TIL1AHUPO-
BaHusi, ORI HEpA3pEllMMbl, 110 KpafiHeH mepe, B OTeYeCTBEHHBIX YCIOBHSX.
Mcxoasi U3 9T0r0 Mbl pa3paboTa]i HOBLIK anropuTM Ui pellieHKs 32712 TaKoro
THnA, OfecreUMBAIOIMIl B KOHEUHBIX WUIdrax peuleHue ¢ nrofoit Toqﬂochm:

B KoHKpeTHOH 3afade NIAHAPOBAHUA Mbl NPENCTABIAEM HapoyHoe xo_
3STHCTRO KAK COBOKYMHOCTH HEKOTOPOTO KOJIMUECTBA CeKTOPOB, KAMKIRIH H3 KOTO

PHIX HecET OTBETCTBEHHOCTH 32 NPOMSBOACTBO TOTO MM ApYroro NpORYKTa.

# TTepBeiil BAPUAHT METOAd, H3INOIKEHHOre B napHoit pa6ore, ABTOPH §006mﬂm~l hllsﬁn;z:;i
1062 roxa, B pasmHoxenmoit Gopse [13]. T. LiPTAX B oxrabpe 1962 1. cooOmRMI HOB P
PHAHT MATEMATHHeCKOH HacTH (7] SKOHomnqecuui\x uasoKenneMm 1 pastopom 331;141‘\)/1 ;Tcﬂ
J. Komrxat [14]. 3auarku o0ieit MOfeNH» ofeit yacTH PacueTHOTO MeToaa Hﬁxq)% res
yxwe i B padore T. Lyprig-a u A. Nagy-a, ppixoqueuell B CBeT B PASMHOMCHIO am? 1-:
Haxopsmasca s meuatu padora T. Lrerix-a [18] obodwaer JaHHBIH METGL [JIAHHPOB i TFI/iIB—
PaznOIKeHHIo ofIUX 3ajay uBeiiHOTo TpeTr PAMMHPOBAHHS H K PELIEHHIO MX ny'rgmnrp r: e
HOTO NIPOHIPHBAHMA, A TAKKE K 3ajavam HENWHEHHOro xapaxrepa. Sta pabota _E] a nfm’r
noKeHa Ha KonnmoxenH o Ulpmiosxenuo MareMaTHKI K Bonpocam IxoHOMHH, byaAa s
1822, Ona, 1963. r. :

10#* : &5
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JesTeNbHOCTh CeKTOPOB 0XBATBHIBAET He TOJLKO MPOMSBOACTEO H KAIHTAJ0BIIO-
KeHue, HO M BO3MOXKHBIH BHIBO3 MJIM BEO3 JAHHOTO NpogyKTa. CeKTOpH B CBOEH
AesITeIbHOCTH MOTYT HCIIOJIb30BATh W MPOAYKTHL IPYTHX CEKTOpPOB B BUJE MaTe-
pHANBHBEIX DACXOMOB, a TAK)Ke M3BECTHOE KOJMYecTBO paboyedt cuiel. K Tomy
e IesATeNIbHOCTh OTAENLHEIX CEKTOPOB MO)KeT OBITh MOAUMHEHA ClelHAJLHEIM
CEeKTODHBIM OTPAHHYEHHAM 110 OTHONIEHMIO IPOM3BOACTBA M BHEIIHETOPI'0BOIO
DanaHca IPOLYKTOB. ‘

HeATeIbHOCTL CeKTOPOB KOODAMHUMpYeTcsl LeHTpoM. Llentp sajaér ams
Ka)X[I0ro cekTopa 3ajauy CHaG)KeHUs OTHOCHTENBHO er0 NpPOoAyKTa M ofecneul-
BaeT 17 HeTO HEKOTOPLIE OTPAHHYEHHBIE MATePHAbHBIE PECYDCHl H3 IPOAYKTOB,
IIDOM3BENIEHHEIX [PYTHMH CEKTOpamM, a TalOKe Dafouylo CHIY B H3BECTHOM
KOIUYECTBE, TO eCTbL ONpeJeNsieT paMKd I1pou3BOAcTBA. COBOKYNHOCTH Beex
3TUX (AKTOPOB COCTABNAET IeHTPAaNbHEIN Muad. [Togxoaswue LeHTpasbHbE
YCJIOBHST 00YCIIOBIHBAIOT DABHOBECHE HAPOJHOXO03SHCTBEHHOFO NPOJYKTOBOFO
Danatca B ciyuyae OCYLIECTBUMOCTH LEHTPANLHOrO TIAHA, & TaKKe 3a60TATCA
0 'TOM, UTO0BI 06LLIEE KOJHYECTBO NPeAOCTABIAEMOM OTHENLHBIM CEKTOPAM paGoueii
CHUTILI e BBIXOJMJOC 33 PAMKH MOJNHOH MOLIHOCTH HApOJHOTO X03gicTRA.

HOMITOHEHTEl LIEHTPAJIbHOTO MJIAHA, KACAKINMECs OHOTO CeKTOpa, B Jpy-
TOM IJIaHe NOABJAIOTCS KaK OrpaHHYeHHs PecypcOB B YCIIOBHAX TOH 3amauu
TMHHEHOT0 [POTPAMMKDOBAHHMS, KOTOpasi OXBATBIBAGT JIMIIb [EATEILHOCTD
JaHHOFO CeKT0pa, B TO BpeMsi, KaK pOJib MAKCHMHM3HPYeMOR CEKTOPHOI LieneBol
DYHKUME MTpaeT NeBU3HLLI J0XO0J ero JesTenbHoOCTH. Ha OCHOBE BhillecKasaH-
-HOr0 Lejib MePCTeKTHBHOI0 HAPOJHOXO3AHCTBEHHOrO MJlaHN pOBaHUA chOopmMyTH~
‘pyercst cnepyiolm 06pasom: ciefyeT BrIpafoTaTh TAKOM OCYINeCTBUMLIA eHT-
palLHBIE MNaH, MpH KOTOPOM CyMMa MaKCHMANbBHBIX HENeBBIX (DYHKUMH cex-
TOPOB NPHHMMAaET MAKCHMMAJlbHYI0 BeJIMUMHY. JlaHHas 3ajaud, B OTIMYHK OT
UCXONHOH noaHold yenmpaabioll undopmayuonnoell 3amaun (B faibHefiem co-
Kpaiéuno sagayva [1LIH), mpejcrapisemoil TUIb B BUe NHHEHOT0 IIporpamMmu-
POBaHHSI OIPOMHOIC pasmepa, Ha3blBaeTcsl HamM 3ajavell Ha JBYX YPOBHSX.

B nBoHcTBeHHOM BapuaHTe CeKTODHBIX 3a/iad MHOMKECTBO JOMYCTHMBIX
CHCTeM OlEeHOK («whadow pricesy) He SaBHCHT OT LIEHTPANBHBIX NMPEKTUB: OHH
NOSIBJIAIOTCA B MaKCUMH3Mpyemod LieneBod GYHKIMH TOIBKO KoadduimeHTamMu
OLIEHOK COOTBETCTBYIOIIMX YCJIOBKH. MOYKHO ONpefennTb HIPY JBYX JIMI B
HOPMAJILHOA opme, ¢ HYJIEBOH cymmOl, B KOTOpOH OfMH H3 MI'DOKOB — LIEHTPE,
a JIPYTO#t — KOJIIEKTHRB CeKTOPOB. CTpaTerusiMi LeHTpa MOT'YT ObITh NONYCTHMEIE
LieHTpasibHble NNaHBl, a CTpaTerdeid KOJUIBKTHBA CeKTOPOB — JOMYCTHMBIE COBO-
KYIHOCTH CHCTeM CEKTOPHBIX OLeHOK. Llena aToit nonuaapanbHoll Hrpul {WOLFE
[25]) — mawcumanbHblT HapOAHOXO03siiCTBEHHBI AeBHHEI HOXON (onTHMyM
sagauu TIL{M), a onrumancHol crparervelf (MNIM ONTHMAIBHBIMM CTPATETHSIMU)
LEHTPa ABNSAETCS (ABJISIOTCA) TOT LEHTPANbHBIN IaH (Te LeHTPAIbHEe ILTAHE),
IPH KOTOPOM (KOTOPHIX) CYMMa CEKTODHBIX OINTHMYMOB IIDUHHMAET MAKCHMAJb-
HYI0 BeJIHUYHHY.

MBI pelinM BRILIROTPEAENEHHYIO HIPY MeTOLOM GHKTHBHOTO NPOMT PLIBAHIS
Browx-a u RoBinson-a [1], [2], [21]. [ipu 9ToM, HCXOAS H3 MOGOrO IEHTpPAIL-
HOI'0 NJaHa, CeKTOphl paspellialor CBOK ABOHCTBEHHYIO 3ajlauy IpPOTPaMMHpO-

BAaHHS, U OLEHKY HAMEUYeHHOH 3amaym CHaﬁ}KEHHH, OLeHKY OTpaHUYEeHHS maTe-

PHAJIBHEIX DecypcoB, a Tal)ie OLEHKY OIPAHHYEHHS] PecypcOB pafouelt cHibl
OHH [OKJaJBIBAIOT [EHTPY. M3 3THX OLEHOK LIEHTP COCTABJSAET PYHKUHMIO LieH,
MaKCHMHPYeT €€ Ha MHO)KeCTBE JOMYCTHMBIX LeHTPaNbHBIX TJIaHOB. 3TH LEHT-
palibHele NJIAHB IPY NPHBEIEHHU OLEHOK B TIOPAMOK Pa3NaraiTesi Ha IPOCThie
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MUKpOITaHbl. LlenTp cMelIMBaeT HOBLI LEHTPANLHEIA fJIaH CO CTAPHIM B NpO-
nopuud 1:1, 1 BOSBpallaeT €ro CEKTOpPaM, OHH CHOBA OLIEHMBAIOT €ro, M HOBLIE
OLeHKH, CMELIMBAST CO CTAPHIMH B MpONopLuy 1:1, ONATL HOKNaMBaeT LeHTpy.
HrepupoBanie MNOAPOOHBIM 00pasoM MpPOAOHKAETCS, HO NPONOPIHA CMAIIH-
pauusl, B N-m xope uTepauuu, Oymer 1:(N -— 1). Ilpu 3ToM LeHTp ciemutr 3a
MaKCHMaJbHBIM 3HAYeHHEeM GYHKUMH LledHd B LEeHTPAaAbHHIX INaHAaX, a Take
32 CyMMOIl MUHHMANLHBIX 3HaUeHUH QYHKUMM LelH B CeKTOPHBIX IpOrpamMmax:
moclefHee, HU3UIee 3HAUEHHE BCErJA MEHLIUE; NPEJBAYINee, BEDXHee 3HAYeHHe
peerga 6oneme ontHmyma sajayd ITHV. Ecim 914 gBa 3HaveHus momanyr
npenucannyo 6JH30CTH APYT K APYTY, MTepHpOBaHMe MOXHO 3aKOHYHTh, H3
OIITHMAJIbHEIX OLIEHOK CAMBIX ITOCJIEIHAX CEKTOPHLIX TJIAHOB MPOCTEIM HepeBOioM
NONYYAITCH ONTUMATLHBIE CEKTOPHBIE ML, COBOKYMHOCTL KOTOPBIX SIBJISETCS]
pellleHKeM, ONTHMAJIBHHIM IIJIAHOM HCXOJHOH 3alayM, 3ajlaud IepcleKTHBHOTO
NNaHUPOBAHUS HAPONHOT0 X03siicTBa. B TO »Ke BpeMsi OLEHKM «CTIpOCay U «IIpej-
JIO)KeHH s FORAPOR (OLEHKA IIPOJOBONLCTREHHOTO 0053aTeAbCTBA COOTBETCTRY-
IOIIET0 CEKTOPa M OLIEHKH OTPaHKYEHHS MaTepPHANBHEIX PECYPCOB H3 TIPOLYK-
TOB JPYFHX CeKTOPOB, HCIONL3YeMbIX K IIPOM3BOACTBY AQHHOIO NpPOLYKIa), a
TaKOKe OIEHKM OTPAHHYEHHA pecypcoB palouelf CHJIBL B OTHeJIbHBIX CEKTOPAX
HHUBEIMPYIOTCS B XO0JI¢ MTePHPOBAHHS.

BrlleynnoManyTas KOHKDETHAA MOJENb ¥ Pacuérnbiil MeTof, M3NararwTcs
BO BTOpOii yacTH nanteif crarbn. [peobpasosanue safaud I11{H B 3ajauy Ha ByX
YPOBHsX, @& MOTOM B TMOJMBAPAJIBHYI0 MIDY, OMpejieneHue YCHOBMI perynsp-
HOCTH, HeOOXODMMBIX K CXOAHMOCTH pacyéTHOTC IpoIecca, a Kpome 3TOr0 M
JI0Ka3aTeNbeTRA (KA3an0Ch Henoco0fpasHeM IPOBOANTE HA MOJeH Golee oflei,
MIOTOMY YTO 0DO3HAYeHHH, MOHATHR M [OK43aTeNLCTBA CTAHOBHIMCH TAKHM 00-
pasom Ooyee sicHBIMH. IlepBas yacTb CTATLU 3aHMMAETCA 3T0H 00mel mMouenbIo.

Ecau xaHoHuuecKas §opma sagaun MM (8 npsamoii 4 pBoiicTBennoit dop-
MaX COOTBETCTBEHHO) '

1) Ax<b, x>0, ¢’x—>max! u yA=c, y=0, y’b— min!
W IIOCAe PasiOyKeHHs HA CeKTOPOB B Qopme
(2) A=[A, ..., A]), x=[x7, €=[c ...,¢ch].
X,
(1) nepenucuiBaeTcst B BUJNE
n 1 .
ZAixiéb Y’Ai;c;! i=1...,n
=1
(3) - dx;z0,i=1,...,n1 U 1y=0
n
2 ¢ix;— max! y'b— min!
Li=1 L

COOTBETCTBEHHO, TO oL YeHmpaabHbiM NAGHOM TIOHMMAEM BEKTOP

(4) u=ju

u,

ar
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pasmepa b, cocTosHUMi U3 MOABEKTOPOB Wy,. .., Uy, ¥ HOUIEHKAILIH YCNOBUAM
pasnoyKeHHA OrpaHHYeHHH . .

(5) u1+...+un=b_

LY

i-si cexTOpHas 3ajaua npH (3) sBnsercst sajgavet JHHEHHOTO MpOoTpamMmi-
pOBaHHS

: ) )
6) A;x; 2w, x;20, ¢;x;—max! uyiA;=c y; =0, yju,—min!

COOTBETCTBEHHO. Ecnau MpH KaKoM-TO LeHTpanbLHOM NIaHe KayKaast CeKTOopHAR
33javya paspemdma, To U Ha3LIBARTCH OYEHLIMbIM YeHMpaAsHbLM NAGHOM. ,D,O‘

KasbIBaEM, UTO MHOyKeCTBO U, COCTOALME M3 OLEHMMBIX HEHTPAJIbHLIX nnaHoi?;i
MHOrOTpAHHOE BEITYKJIOE MHO)KECTBO, KOTOPOe MpH paspewnmoli aajdun T10
SIBAAETCS He IYCTHIM, H B BH[E

(M WixTAx2u,x20i=1,... ,n}={x:Ax=<b, x= 0}
uEl.J - .
xﬂ
2eHepuUpyem MHOMECTBO OCYILECTBUMBIX ML nnasos.
7 Tlyers 6yaer U naHHBIM MHOTOTPAHHBIM BBUIYKIILIM MOIMHOMKECTBOM MHO-
yecTBa U, 06J1afaionum renepupy iUy ceoiictsom B Buze (7). Sadaued Ha deyx
YPOSHAX TIOHMMAETCS

a) pémteHye BOIHYTOTO MpOIPAMMUPOBAHUSA
n

' -
(8) u, 1eU, 2 max ¢fx;— max!
. =1 %
Ay S ug
. X =0
un

) OTHOCHTEJIBHO DJIEMEHTOB MHOMECTBA U*, cocTOsIEr0 H3 ONTHMEJIBHBEIX
o dopmyie (8) UeHTPANLHBIX NNAHOB U™ pellelivie CEKTOPHLIX 3a7a4

(9) A x; < ut, x; =0, cjx;—max! i=1,...,%
H HaKoHer
B) ONpefjelleHHe MHOXKECTBa
(10) O {[x X eXEup), i=1,...,79}
urel* .
x .

cocTosimero u3 muaxoe ILIA snemenToR muoxecTsa XF(uf) CeKTOPHBIX MIIAHOE
x¥(u¥), ontumanbHeIX 10 dopmyne (7).

TEOPEMA 1. ITpu paspemumocriy 3adauu TTIL[H evuueonpedeneHnan sadada
Ha 08YX YPOSHAX ModHe PAIPEULLLMA, U MHoNcecmeo (10) cosnadaent 0 MHOHCECIBOM
onmumaisastx [TLUH naanos. Makcumaasioe 3naverue geaesoll iyrryu (8)
PABHO ONMUMAALHOMY 3HQUenU0 D sadauu TILIH. .

~
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ITed noausdpaavroil 3adaveii (U, V) u3 zadauu ITHH uau uz sadaqu Ha
06Y YPOGHAYX TIOHUMAaeM UTPY ABYX JIMI| B HOPMaJIbHO popme ¢ HYNIeBOH cymMMOi,
B KOTOpPO# OJHH H3 HTPOKOB LEHTP, H er0 MHO)KeCTBO CTpaTerMH MHOIOrpaHHOe
BLIIYKJIOE MHOecTBO U, cOCTOALlee M3 OCYILECTBHMBIX LEHTpPAJIbHBIX TJIAHOB,
d Ipyroit UrpoOK — KOJIIEKTHB CEKTOPOB, ¥ HUX MHOYKECTBO CTPATErHit — MHOI'0-
rpannoe BRINYIJIOE MIOMECTBO -

(11) V={[yi]yiAi=c, ¥y.20,i=1,...,7n}
LYn
COCTOsINEE H3 HONYCTHMEIX COBOKynHOCTEI"’T CHUCTEM JAONYCTHMBIX CEKTOPHBIX

OIIEHOK, M HAKOHell NNATEMHOH QyHKuuedl ABnsgercd GHnIMHefHas (yHKUMA
vu (uel, vel), onpenenénnas Ha NpsMOM [POM3BEAEHHH ITUX MHOIKECTB.

[Mom i-m KOMIOHEHTOM LeHTpaJbHO# crpaTerdu u = [uj,...,u,l ¢U u cex-
TOPHOH CTpaTerdn v =[yy,..., ¥,J € V noHHMaem BeKTOPpH W, vy (i=1,..., n)
COOTBETCTBEHHO. :

-

TEOPEMA. 2. IMomndparsran uzpa, npoucxedawjan u3z paspentumold 3adauu
IILH monce paspemuma, u 3Haderiue e€ pasno onmumymy © sadquu ITLH.
OnmumanpHble cmpameaiit JeHmpatnozo uzpoxa — OrmmuMaibHste Jenmpats-
Hble naaHbl 300auu Ha 08yX yposnax. Cpedu onmuMaibHbix cmpameautl tezpord-
KOAACKITILGA CEKMOPOs 8ce20q UMECMICH CIMPAMEUS, CEKMOPHBIE KOMNOHeHmb!
komopoll cosnadaiom. CexmopHan cmpamesus maKozo mund OnmuMaIbHa mo20a
U MOAbKO N020Q, eCAU OHA AGAREMCA ONMUMAAGHOU npomugHol cmpamezueil
Kaicoli-mo yenmpaasbroll cmpamezuu. B makom caydae o0muil wo MinoHeHm 2649~
emca cucmenoli onmusaavhore THIH oyenor, u naobopom.

[To aHaNOTHM OLEHMMEIX LEHTPANBHEIX IINAHOB HA3LIBAEM OYEHUMOL C06-
KYRHOCMb  CHCMEM CEKMOPHBIX OYeroK CeKTOPHYIO CTPATerHi v € V, ecim uMe-
eTcsi NPOTHB HeE ONTHMaibHasi IPOTHBHAS CTPATEIHs LEHTPd, TO ecTh JIMHelHoe
IIpOrpammupOBaH1e

(12) uel, vu—max!

paspemumo. Mbl Gynem HasbiBaTh nomusgpanbHyno urpy (U, V) peeyaaprol
B TOM Cllyuae, ecJil KayKIas eé CeKTODHAs cTpaTerus oueBuma. Mbl 0KA3LIBAEM,
UTQ CTPATErMYECKM pPeryisipHasl NOJMdjpalbHasd HIpa IPHBOIMMA K IIOJHSJ-
panbHoit urpe (U4, V&) rre U4 i VA spisioTcest (OIDAHHYEHHBIMH) BEINYKITBIME
IONMU3IPaMy, [POUCXOMBIEMMHM BHOYKIIOH 000JIQUKOM KpaeBhIX TOUeK MHO-
rOTPaHHBIX BREINYKIBIX MHOKecTs U # V coorBeTerBenno [7]. A 910 usomopdHo
KOHeuHOH urpe ¢ ruiaTéxHol marpuuel V'U.

o peayaspHslM PUKTNUBHBIM NPOUZPbIBAHIIEM TTOHHUMAEMIIOCIEIOBATEIEHOR
OTpejieJienne 2JIeMeHTOB NocTeoBaTeasHocTelt crpareruit {u*(N)} n {(v*{(V>} u3
UAu V2 cooTBercTBEHHO Iocaefyouel pekypeuy. Brifupaem noGoe u*{1) € us.
Ilyctb 6ymer u™? € U4 opsum us peilieHHH PaspeluuMoro MpOrpaMMupOBAHUS

(13) ucl, v¥(N — 1>'.u—+mﬁxl
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N—1 1
ut(Ny = u*(N — 15> + —u
(NS 7 <. > I
ecu N =2,3,.... CoorserctBenno vi™ ¢ VA fyqerT pelleHHeM pPaspellliiMoro
JNUHEAHOTO NpOrpaMMHPOBaHUSA

(14) veV, vu*(N)—>min!
H .
Vil = Ty — 1 2w,
e N =2,3,..., u v*{1> = v, Maxkcumanouoe sHauenne &* (N} peneroit

Ppynxuun (13) monyyaercss Kak sepxuee 3nauenue 6 nepuod N (N =2,3,...),
a MUHHMAaNbHOe 3HaueHue o (N) penepoil dyuxuuu (14) Kaxk Husuee 3Ha-
uenue B nepuopg N (N =1, 2,...). TlokasnBaeM, 4T

(15) *(N>=d, N=2,3,... u ¢*{N)><®, N=12, ...

u TIpH peryaspHoit momuaapansHoit urpe (U, V)

(16) lim @* (N == lim g*¥{N) =49,
N—roeo ) N—o

rae @ ornrumym sagaud TIHH. K Tomy >Kke mpelesblble TOUKA M0CTIe0BATEb-

Hocrell {w* (N)} u {v* (N>} ABNAOTCS ONTHMAJBHBIME CTPATETHSIMH.

TTosnomum
(17) - @FF (NS =min {@* (2}, ..., DF (N)} N=23,...

u N, HauMeHbllee LeN0e YHCNO, IpH KOTOpOM P** (N> —¢* (N = 6
(mmt  PF* (N, 4 1> — ¥ (N £ 8). [lop d-ocmaH0sreld perynsipHOre (UK-
THBHOT'0 MPONIPLIBAHUSA TOHUMAETCH OCTAHOBKA MTEPHPOBAHUA I[TOCJ]e Iara N,
(unu N, + 1) ¥ onpepeneHue ONTUMANLHBIX CEeKTOPHLIX NNAHOB IIPH LEHT-
panbHoM TiaHe u* (N,». Ocymectsumotii [T nmnan x°* nazwisaetcs -onmui-
MELABHOIM, €CITH :

(18) , D= x* <D,

TEOPEMA 3. Ecau noausopaasHaa u2pa, npoucxoouswian u3 pasperaumoi
TILH 3a0aiu, pezyaapras, mo 3adaua ITI[H 6 xoxeunsx wigeaX paspemiuma ¢
AOGOT MOUHOCMIBI) PERLYAAPHOIM HUHMUSHbM 1 POURDIGAHIEM 8 ITOM CMbICAE, YiTI0
npu MG0M NOAOHCUMEALHOM O 8-0CIMAHOGKA TIPUBOOUM K O-ONMUMAALHOMY
nagny sadauu TIL[H ¢ xoreunsix wazax. Ecat kpose 3mo20 peeyAspHan noaao-
PaAbHAA uepa cQUHOIHAUHO PA3PEWILNG 048 KOJAACKINUEN CEKNOPOA, Mo 8 nocae-
dosameabrocmax cmpamezitl cexmopos {v¥ (N>} cexmopHbie  KOMITOHEHMbL
wHugeaupyromesy: npu N — oo gancouil komnonenm sedaqu T1LH exedumen K
ORAMMAAGHOLU CLCTIEME OGEHOK. :
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TWO-LEVEL PLANNING: A GAME-THEORETICAL MODEL
AND ITERATIVE COMPUTING PROCEDURE FOR SOLVING
LONG-TERM PLANNING PROBLEMS OF THE NATIONAL ECONOMY*

by
J. EORNAT and Tr. LIPTAK
Abstract

The familiar simplex algorithm and the decomposition procedures so far
worked out (DanTzie and WorLrr {8], [4]), did not make it possible — at least
under Hungarian circumstances — to compute linear programming problems
suited to solving long-term planning problems of the national economy. Set-
ting out from this fact, a new algorithm has been proposed which provides a
solution to within any prescribed degree of accuracy of such problems, in a.

~ finite number of steps.

In the conerete planning problem the national economy is imagined as
being divided into an appropriate number of sectors, each of which is respons-
ible for producing one product. The activities of the sectors, beyond reproduc-
tive and investment activities, also comprise the possible exports and imports.
of the product concerned. The activities of the sectors may, in the form of the
consumption of materials, require products made by the other sectors, moreover-
labour power. Beyond this, within each sector there may be special sector
conditions in connection with the production and foreign trade balance of
the product. ' :

" The activities of the sectors are intended to be coordinated by a centre.
The latter allocates to each sector a supply target with regard to its own product,
material quotas for each of the products of other sectors, moreover a man-
power quota. These together make up the central program. Suitable central
conditions. guarantee that with the feasible central programs the product
balance of the national economy. should be in equilibrium, furthermore, the
manpower quotas allocated to the sectors should not exceed the overall man-
power fund of the national economy. ‘

The components of the central program relating to a sector appear as
constraints boundsin the conditions of a linear programming sheeme comprising:
only the activities of that sector, while the sectoral objeetive function to be.
maximized, is the sum of the foreign exchange returns of these activities.
Hence the aim of long-term planning for the national economy, may be for-
mulated as follows: To construct a feasible central program, such that the sum
of the maximal value of the sectoral objective functions should be a maximum.
This problems is distinguished from the original overall central information

* The authors published the first version of the method discussed in this paper
in May, 1962, in duplicated form [13]. In Qctober, 1962, TH. LIpTAXK published a new
version of the mathematical part [17]. A paper by J. Korwar [14] discusses and analyses
the method from the economic peint of view. An earlier version of the ,,general model’
which discusses the general part of the computing precedure, may also be found in a
duplicated paper by TH. Lirrix and A. Nacy [19]. The generalira‘ion of the above
planning procedure for the decomposition of large-seale general linear programming
problems and their solution by fictitious playing, moreover the generalization for the
non-linear case are treated in a paper of Ta. Lirrix [18] (in print) which was deli-
vered in the Colloquiurn on the Application of Mathematics in Economics, held in
Budapest, 18—22 june, 1963. ‘

L]
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problem (OCI problem for short), whicli may be formulated as a large-scale
linear programming problem, by being called the fwo-level problem.

Tn. the dual version of the sector problems the set of feasible shadow price
systems does not depend on central program — the latter only appear in the
dual objective function (which is to be minimized) as coefficients of the shadow
prices of the appropriate constraints. Tt is possible to define a zero-sum two-
person game in the normal form in which one of the players is the centre, the
other is the team of sectors. The strategies of the centre are the feasible central
programs, those of the team of sectors are the teams of feasible sectoral shadow
price systems. The value of this polyhedral game (WoLFE [25]) is the maximum
of the foreign exchange return of the national economy (the OCI optimum),
while the optimal strategies of the centre are those central programs where
the sum of the sectoral optima is a maximum.

. The game which has thus been defined is solved by the method of fictiti-

ous play according to Browx [1], [2] and RoBiNsoN [21]. During the course
of this, setting out from an arbitrary feasible central program, the sectors solve
their dual programming problems and report back to the centre the sectoral
shadow prices of the supply assignment, the materials and the manpower
quotas. From these the centre constructs an objective function for itself which
is to be maximized on the set of feasible central programs. This central program-
ming problem is decomposed into simple ,,micro-programming problems”
that-may be solved by arranging the shadow prices in the order of magnitude.
The new central program is mixed with old in the proportion of 1 : 1 and again
sent down to the sectors, which once more solve their dual programming prob-
lems, and mixing the new shadow prices with the old in the proportion of
171, send them back to the éentre and so on. The iteration is continued in a
similar way, and the mixing proportion in the N-th phase of iteration will be
1: (N — 1). In the meanwhile the centre notes the maximal values of the
objective function achieved in the central programming and the sum of the
minimal values of the dual objective functions achieved in the sector program-
ming processes. Thefirst, the upper optimum, providesan upper estimate for the
OCI optimum, the second, the lower optimum, alower estimate forit. When the
two values have approached to each other within the prescribed accuracy, the
jteration may be terminated and the team of the optimal sector programs which
may be obtained by simple conversions from the optimal shadow prices of the
last sector programming processes, provide the optimal solution of the long-
term planning problem of the economy within the required accuracy. At the
same time during the course of iteration the ,,supply” and ,,demand” shadow
prices of the products (the shadow price of the supply target of the sector
concerned and the shadow prices of its materials quotas of products from other
sectors), moreover the shadow prices of the manpower quotas of the various
sectors, are all ,,equalized”.

The above concrete model and computing procedure are discussed in
Part 2 of the paper. It appeared advisable to carry out the transformation of
the OCI problem into a two-level problem and subsequently into a polyhedral

game, moreover to enunciate the regularity conditions necessary for the con-

vergence of the computing procedure and to carry out the proofs, with respect
t0 a somewhat more general model, for here the notation, terminology and
proofs become more perspicuous. Part 1 of the paper is concerned with this
general model.

)
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if
(1) Ax=<b,x20,¢’x—> max! resp. YA=c,y=0,y b—min!

are the canonieal forms of the OCI problem (in primal-dual form), and (1)
may, after decomposition into » sectors according to

(2) A=A, G AL, x_:{xll, c=]Je, - ..,c]
X,
be written as
> A;x;<b ‘ YA zc,i=1,...,n

i

1

X
v

0,2=1,...,n resp. ¥y =0

a

€;x;—> max! y' b —>min!

i=1

then the central program is defined as the vector-

(4) u==[u
i

consisting of .the component vectors uy, ..., u, which are of the same size
as b and satisfy the partitioning condition
(5) U+ ...+u,=b.

The i-th secior problem under (4) is the linear programming problem

, .
(6) Aix,-é u;, xt'g 0, c;x,——:-ma,x! resp. yiA,g CJ[:; Y: ;0} Y;-u,-—»mlnl.

If all the sector problems are solvable under a central program u, then u is

called an evaluable central program. It is shown that the set U consisting of
evaluable central programs is a convex polyhedral sef, which is in the case of

a solvable OCI problem non-void and generates the set of feasible OCI programs
in the form

(n w {[xl}:Afxig u;, X; =0, i=1, ....,n}:{x:Axg b, x > 0}.

uéq
X,
Let U be a fixed, non-void, convex polyhdral subset of U, which also
possesses the generating property of the form of (7). The fwo-level problem

belonging to the sector decomposition (2)—(3) and the fixed U, is understood
to mean (i) the solution of the concave programming problem

n
(8) u=Jujel, 3 max ¢;x;— max!
. - x,
. =1 Az
. xi=0
uﬂ

i
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(ii) the solution of the sector programming problems
(9) Ax, =u¥, x;20, c;x,—max!

for the elements of the set U* consisting of those central programs u® which
were found optimal in (8); finally, (iii) the determination of the union
(10) O[] ix EXHuF), i=1,...,n}
u*EL* - -
. q
xﬂ
of the sets constructed from the sets X¥(u}) consisting of the sector programs
x¥(u¥) which were found optimal in (9). :

THEOREM 1. In the case of a solvable OCI problem the above two-level problem
is also solvable and the set (10) coincides with the set of optimal OC'I. PrOgrams.
The maximum value of the objective function in (8) is equal to the optimum value
@ of the OCI problem.

The polyhedral game (U, V) derived fromthe OCI problemor from the two-level
problem is defined as being a zero-sum two-person game in the normal form,
in which the maximizing player is the centre, with the convex polyhedral set
U consisting of the feasible central programs as its set of strategies, while the
minimizing player is the team of sectors, having the convex polyhedral set

(11) V={[y1}:y§A,-;c;-, y;=0, i=1,...,n}

Yn
isti f the team of feasible sector shadow price systems as its set of
21?1151:1:;11'25, 0moreover where the payoff function is the bilineaa: functlfm’
v'u(u € U, v € V). The ¢-th component of the central sirategy u = [uy, .. ., uy;]
and of the sector strategy v = [y1, ..., ¥n) is understood to be the vector
u; and Y;, respectively.

REM 2. A polyhedral game derived from a solvable OQI problem 8
gg:?fosolmble, andiz'tsymlue equals the OCI optimum O. The_ opi,‘.wwl strategies
of the centre player are the opttmal central programs appearing in the two-level
problem. The optimal strategies of the sector team player always ?ncluc?e a strategy
whose seclor components are equal. This type of sector strategy is optimal if and
only if it isthe optimal counter-sirategy to some central strategy. In this case the
common component is an optimal OCI shadow price system and vice versa.

" Upon the analogy of the evaluable central program, let a sector strategy

v = [yi, ..., ¥Yn} be called an evaluable sector strategy if there is an optimal
central counter-strategy opposite it, i.e. if the linear programming problem.
{12) ‘ ueld, v u—smax!

is solvable. Let the polyhedral game (U, V) be called regular if all its sector
strategies are evaluable. It is shown that a regular polyhedral game may bg
strategically reduced to the polyhedral game (U4, V&), where U2 and V
are (bounded) convex polyhedra, formed as the convex hull of the extreme
points of the convex polyhedral sets U and V, respectively [7 ]’. This in turn,
is isomorphic with the finite game having the payoff matrix V'U.
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The regular fictitious play of a regular polyhedral game is understood
to mean the successive determination of the elements of the strategy series
{u*(WV3} in UA and {v*(N}} in ¥4 according to the following recursion.
u*{1) ¢ UA may be arbitrarily chosen. Let u™ ¢ U4 be a solution of the
solvable linear programming problem

(18) ucl, v* (N_% 1" u— max!
and let

' 7
u*(N> _y-1

ut(N — 1D +11—Ju(N> if N=29s3,...

Let vi™ € V4 be a solution of the solvable linear programming problem
(14) vey, v u*(¥N)—min!

and let

vE(N> N1

VE(N—15 + Ilv_vw), i N=23, ...

while v¥(1)=v®. The maximal value $*{N) of the objective function in (13}is
the upper optimum of the N-th phase (N = 2, 3, ...), while the minimal value
*(N> of the objective function in (14)is the lower optimum of the N-th phase
(N =1,2,...). It is shown that

{15) Q¥ (Ny) 2P, N=2,8,... and ¢*(N><®, N=1,2,...
and in the case of a regular polyhedral game

(16) lim @* (N) = lim ¢* (N> = D,
N N

where @ is the OCT optimum. Moreover the limit points of the series {u*{N>}

and {v¥*{N)>} are optimal strategies.

Let
(17) @¥* (N> = min {@* (2), ..., D* (N>}, N=2,3, ...

and N, be the smallest integer for which the difference D¥*(N,> — ¢*(N Iy
(or @**(N, 4 1> — @*(N,>}isno longer greater than the positive number &.
The o-termination of the regular fictitious play is understood to mean the ter-
mination of the iteration after the N,-th (or (W, + 1)-st) phase and the deter-
mination of the optimal sector programs under the central program u*(N 3
Let a feasible OCI program x%* he called §-optimal, if

(18) DL e'xX*F <P,

THEOREM 3. If o polyhedral game derived from o solvable OCI problem is
regular, then the regular fictitious play of the game will permit the OCI problem
to be solved to an arbitrary degree of accuracy in a finite number of steps, in the
sense that for an arbitrarily small positive § the S-termination will lead to a 5-
optimal OCI program in a finite number of steps. If, moreover, the solution of
the regular polyhedral game is unique for the sector team player the sector components
are “‘equalized” in the sector strategy series {v*(N >} d.e. for N — oo all the compo-
nents will converge to the optimal shadow price system of the OCI problem.

N



